Université Abou Bekr Belkaid Tlemcen Faculté des Sciences
Département de Mathématiques  Master I : Biomathématiques et Modélisation
Année 2021-2022 Etude Math Science vivant

Examen final II

Exercice 1 (8pts)

Considérons le probléme suivant

{ —M//(X) :f(x)7 X € (07 1)7
u(0)=u(1)=0,

ou f est une fonction suffisamment réguliere.

Pour ce probleme on propose le schéma aux différences finies suivant

1 .
ﬁ(zui_ui—l_ui+1):ﬁ7 i=1,..,N, (1)
Uuyp = UN+1 = 0.

ou f; = f(xi). Posons Fj, = (fl,fz, ...7fN)f etU, = (ul,u%...,uN)’.
1- Montrer que si F, > 0 alors Uy, > 0.

2- En déduire I’existence et I’unicité de la suite Uj,.

Exercice 2 (4pts)
On considere le probleme suivant
' (x) + (v(x)u(x))" = f(x), x€(0,1),

u(0) =u(1) =0,

ot f € C([0,1];R), et v € C'([0,1];R*).
Proposer un schéma aux différences finies pour le probleme (2).

2)

Exercice 3 (8pts)

Considérons le probléme suivant

ui (1,x) — 0un(1,x) =0, x€(0,1), 1€(0,T)
M(Oax) = M()(X), (3)
u(t,0) =u(t,1) =0,

ou o € R* et ug est une fonction suffisamment régulieres.
Pour ce probléme on propose le schéma aux différences finies suivant

u(nJr]) . u(n) 2

o 7 .
. +ﬁ(zu§”>—u§j>l—u§j}1):0, i=1,.,N, n=1,..M,

k
u?:uo(xi), i=1,...,N, )
u(@ = u;ﬂ_l =0, n=1,...M.

1- Montrer que le schéma (4) est consistant.

2- Sous quelle condition on a min ;‘H
i=1,..N

> 'nllinNu;’ pour quel que soit n = 0,...,N.
i=1,... i=l1,...
(Justifier)
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Correction de I’examen final 2

Exercice 1 (8pts)

Considérons le probleme suivant

{ —u"(x) = f(x), x€(0,1),
u(0)=u(1)=0,

ou f est une fonction suffisamment réguliere.

Pour ce probleme on propose le schéma aux différences finies suivant

1 .
ﬁ(Zui—ui,]—uiH):fi, l=1,...,N, (1)
up =uy4+1 =0.

ou f, = f(x,-). Posons Fj, = (fl,fz, ...,fN)t etU, = (M],I/tz7 ...,MN)t.
1- Montrer que si F, > 0 alors Uy, > 0.

2- En déduire I’existence et I’unicité de la suite Uj,.

Correction de ’exercice 1

1- Soit p = min{i = 1,...,N;u; = 'HllinNuj} (1pt)
J=le,

Alors u), vérifie,
1 1
hfg(”ﬂ*"ﬁfl)+ﬁ(”ﬂ*”p+l)20- 2)
Supposons maintenant que p = 2,...,N — 1, alors ’inégalité (2) est impossible, car par la
définitionde ponau, —u,_1 <0, up —upr1 <0. (2pts)
A présent,sip=1ona
1 1
hj(u1 —uo)+ﬁ(u1 —up) >0. 3)
Puisque u; —up < 0 alors on a nécessairement u; > ug = 0. (1pt)
Si p=N alorson a

1 1

ﬁ(“N_uNfl)“v‘ hj(uN—uNH) >0.

On réécrit cette inégalité comme suit
1 1
E(MN —un—1)+ hj(uzv —un+1) > 0.
Donc puisque uy —uy—1 < 0 alors on a nécessairement uy > uy+1 = 0. (1pt)

En conclusion u; > 0 pour touti =1,...,N.

2- On écrit le systeme (1) comme suit, A,Uj, = Fj,. Supposons a présent que A U, =0
alors ApU;, > 0 d’apres ce qui précede U, > 0. D autre part AyU;, = 0 implique aussi que
AU, < 0 ou bien Ay(—Uy) > 0 toujours de ce qui précede on trouve —U;, > 0 ou bien
U, < 0. En combinant les deux résultats on trouve que U, = 0. On conclut que Ay, est
inversible et U, = A;IF;, (3pts)



Exercice 2 (4pts)

On considere le probleme suivant

“4)
u(0) =u(1) =0,
ou f € C([0,1];R), et v € C'([0, 1];R).
Proposer un schéma aux différences finies pour le probleme (4) puis montrer qu’il est
consistant.

Correction de ’exercice 2

Le schéma est donné comme suit ( pour plus de détail voir cours)

Ui—ui—

1

hj(Zui — Ui —Uip1) + Vi X { i
7

uy = UN+1 = 0,

siv; >0

d i i:()a .:17"'3N7
siv; <0 v xiu !

Exercice 3 (8pts)
Considérons le probléme suivant

U (£,x) — 0y (t,x) =0, x€(0,1), t€(0,T)
u(0,x) = up(x), (%)
u(t,0) =u(t,1) =0,

ou o € R* et up sont deux fonctions suffisamment régulieres.

Pour ce probleme on propose le schéma aux différences finies suivant

(n+1) _ (n) 2

u; —Uu; o n n n .
%JFW(ME)—MQI—MEQ):O, i=1,.,N, n=1,..M,
u?:uo(x,-), i=1,...,N,

u(@ = ”1(\;:{1 =0, n=1,...M.

(6)

1- Montrer que le schéma (6) est consistant.

n+1

2- Sous quelle condition on a min_u;
i=1,..N

i=l1,...

> nllinNu? pour quel que soitn =0,...,N.
i=l,...

Correction de I’exercice 3
Considérons le probleme suivant
U (t,x) — 0y (t,x) =0, x€(0,1), t€(0,T)
u(0,x) = up(x),
u(t,0) =u(t,1) =0,

ou o € R* et ug est une fonction suffisamment réguliere.



Pour ce probleme on propose le schéma aux différences finies suivant

(nt1) (n) 2
ﬂ—igﬂLﬁégQﬁm—éﬂ—u@):Qi:lwwM n=1,..M,
WO =uo(x), i=1,...N, @

uém = u;ﬂ_l =0, n=1,...M.
1- Montrer que le schéma (7) est consistant.

Soit I’erreur de consistance suivante : pour chaque n =0,....Meti=1,...,Nona

R!'=R!'+ R,
avec
R = ”(’”“’x")k’ ultn i) o), (dpt)
et

2 zu(tmxi)_u(tnaxi—l)_”<tnaxi+1)
( h2
Sous la régularité de la solution, un développement de Taylor au voisinage de (#,,x,) donne

R'=«

+ Uy (tmxi)) . (lpt)

k2
”(trH»laxi) - u(tnyxi) = kuy ([n,xn) + Eutt (énven)v (lpt) (8)
on a aussi
W n h*
u(tn,xi+l) - u(tnvxi) = hux(tnaxn) + ?uxx(tmxn) + guxxx(tn;xn) + auxxxx(sna rn)a (lpt)
9
et
2 1’13 4
“(tnaxifl ) _u(tmxi) = _hux(tnaxn) + Euxx(tmxn) - guxxx(tn;xn) + ﬂuxxxx(gmfn)- (1pt)

(10)
En soustrayant (9) de (10), et en ajoutant (8) on obtient

R! <C(k+h*), Yn=1,.M, i=0,..,N

ol C ne dépend que de la solution u.

2- Sous quelle condition on a rrlnnN u”“ > nlnnNu pour quel que soitn =0,...,N.
i= i=

On réécrit (7) comme

"D = (1= 20)u™ + ™, + 2™, (Apt)

avec A ok A présent si A < ! ona
V = —. —
AP <3

uEnH) > (1727») m1n u( +A min ul(" +A min ul("),

N i=1,.N i=1,.N
= o) 1pt
IE?IHNM’ . ( pt)

Finalement on a
2
(n+1) . ) ok 1
(N w2 min g, pour om < - (1pY
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