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CONTROLE CONTINU.

Exercice : On considere un robot articulé a un degré de liberté, avec une constante de
rigidit¢ p > 0 et un amortissement & > 0. La dynamique est décrite par ’EDO durant un
horizon temporel T

d’q dq do
1 —ta.—+pg=p.0+a.—,0<t<T,
ou g est la position de la liaison, 0 est la position du moteur et 7 > 0 est I'inertie de la

liaison. Le but de cet exercice est de contrdler la vitesse — afin d’atteindre certains objectifs.
dq . . d
1. En posant x; =0 —¢q , xp = I et la variable de controle u = I montrer que X =

X . N sz AT 4 .
( xl ) est solution du probleme linéaire contrdlé suivant :
2

2) {xll(’>:—x2(f)+u(t),0<t<T,

X (1) = 0F x1 (£) + 2B . (—x2 (1) +u (1), 0 <t <T,

avec les constantes @y et B a déterminer.

1

On suppose que 1’état initial X (0) = ( Z ) est une donnée.
2

2. Soit T > 0 un temps final fixé. On souhaite maximiser la vitesse de liaison x; a I’instant
T c’est-a-dire minimiser le colit

—X2 (T) .
De plus, nous supposons que le contrdle u est contraint par la relation :
Umin (1) < u(t) < umax (1), pour tout z € [0,7].

Appliquer le principe du maximum de Pontryagin a ce probléme de contrdle optimal :

2.1) Ecrire le Hamiltonien du probléme.

2.2) Ecrire les équations extrémales.

2.3) Ecrire les conditions de transversalité A; (T) et A (T).

2.4) Expliciter la condition de minimisation et en déduire que le controle optimal u est
donné par

| umin (2) sif(2) >0,
u(r) = { tmax () si f (1) <0,

ou f(t)=2A(t)+2Bawn.A, ().

2.5) Considérons le cas particulier de f = 0.

2.5.1) Montrer que f(t) = w



2.5.2) Application : Tracer le graphe du controle optimal u sur ’intervalle [0,7] avec
T =27, 0y =4, tmin (1) =1 et umax (1) = 21.

3. On se place dans le cas ou B = 0 et en horizon infini (7' = +-o0) avec la fonction coit

oo oo
J:% / (B (s) + 1 (s))ds:% / (X (5) WX () + u(s) .U (s))ds,
0 0

00
avec W = ( 0 1 )etUzl.
3.1) Mettre le systeme (2) sous la forme X' (1) = A.X (1) + B.u(z).
3.2) Montrer que la matrice E = ( | —a\/§ ! _b\/i ) aveca= —4/2 <\/§— 1) Wy
2
eth = Fa est solution de I’équation de Riccati stationnaire suivante
0

A'E+EA+EBU 'BE=W.

3.3) En déduire I’expression du contrdle optimal en foction de X.
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Alos, en a
A (E) 2wy M(E)=0.
G qui dewne,
A (B) = €y @(Wob)+ Gy Sim(We b,
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