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EXAMEN FINAL

Exercice 1 : Thérapies antiangiogéniques. (13 points).

On s’intéresse au controle de 1I’angiogenese tumorale c’est-a-dire au contrdle thérapeu-
tique de la prolifération de cellules cancéreuses développant de nouveaux vaisseaux san-
guins. On note x(¢) le volume de la tumeur et y(¢) la capacité du systtme vasculaire déve-
loppé par la tumeur, au temps ¢. L’évolution de ces quantités est modélisée par le systeme de
controle

x n()

0 { (1) = =x(1)n 5.
(
)
)

Y (1) =bx(t) —x3 (1) y () —u(r).y(1),
ou le contrdle u € L= (0, T) (traitement antiangiogénique) vérifie la contrainte 0 < u (1) <
1, pour presque toutt € (0,7), T >0et0<b < 1.
(1) Montrer que les points d’équilibre (x,ys,u,) du systeme (1) dans la région (x > 0,
y>0,0<u<1)sont donnés par la famille a un parametre

=Vx = (b_”*)%-

3
(2) Montrer que le systeme linéarisé en (x,., y., ) avec x, =y, = (b —u,)? est donné par

. —1 1
5X(t):<b_2x§ i >6X(t)+<(i(b_ £ >6u(t).

(3) Montrer que si u, < b, le systeme linéarisé est controlable.

(4) En déduire que le systeme (1) est localement contrdlable (et donc localement stabili-
sable par placement de pdles) autour de tout point d’équilibre tel que 0 < u, < b.

(5) Enoncer et démontrer une condition suffisante sur K = ( k; &, ) pour que le systéme
bouclé par le feedback du = K.6X soit localement asymptotiquement stable en un point
d’équilibre tel que 0 < u, < b.

X 2 2
(6) On pose g = — et u = bg — q3y3 +v ou v est un nouveau contrdle. Noter que ce

changement de variable respecte la contrainte initiale sur u si g est suffisamment proche de
1 et y pas trop grand.
6.1) Montrer que le systeme (1) est équivalent a

¥(1) =—v(t).y(),
. . . 1, 1, 1
6.2) Etudier les variations de la fonction g — h(gq) = Eq Ing— Zq + 1 avec g > 0.
1 1 I 1
2Ing——¢*+~+=y* avec ¢ >0

24 41 T4y

6.3) On considere la fonction V définie par V(gq,y) = 3

ety e R.
6.3.1) Vérifier que V(1,0) =0 et V(g,y) > 0 pour tout (g,y) # (1,0).

ng—



6.3.2) Montrer que V est une fonction de Lyapunov pour le systeme (2) avec v = 0, autour
du point d’équilibre (¢,y) = (1,0).

Exercice 2 (07 points).
Une voiture controlé est modélisée de la fagon suivante :

x(1) up (t).cos6(t)

3) (1) _ | wi(2).sin6 (1)
o) | = | m@uang )
¢ (1) u(t)

ou les contrdles sont u; et uy.

1. Ecrire le linéarisé du systeme autour d’une trajectoire X (¢) = (x;y;0,9)(¢) correspon-
dant a un contréle (u;(¢);ux(1)).

2. Le linéarisé autour d’une trajectoire correspondant a (u;;uz) = (0;0) est-il contrdlable ?

3.

3.1. Mettre le systeme (3) sous la forme

X'(t)=fi(X (@) .ur (1) + f2(X (1) ua(2).

3.2. Calculer les crochets de Lie [f1, f2] (X (¢)) et [f1,[f1, /2]] (X (2)).
3.3. Montrer que le systeme (3) est globalement contrdlable.
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