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EXAMEN FINAL

Exercice 1 : Thérapies antiangiogéniques. (13 points).
On s’intéresse au contrôle de l’angiogenèse tumorale c’est-à-dire au contrôle thérapeu-

tique de la prolifération de cellules cancéreuses développant de nouveaux vaisseaux san-
guins. On note x(t) le volume de la tumeur et y(t) la capacité du système vasculaire déve-
loppé par la tumeur, au temps t. L’évolution de ces quantités est modélisée par le système de
contrôle

(1)

{
x′ (t) =−x(t) ln x(t)

y(t) ,

y′ (t) = b.x(t)− x
2
3 (t)y(t)−u(t) .y(t) ,

où le contrôle u ∈ L∞ (0,T ) (traitement antiangiogénique) vérifie la contrainte 0≤ u(t)≤
1, pour presque tout t ∈ (0,T ), T > 0 et 0 < b < 1.

(1) Montrer que les points d’équilibre (x∗,y∗,u∗) du système (1) dans la région (x > 0,
y > 0, 0≤ u≤ 1) sont donnés par la famille à un paramètre

x∗ = y∗ = (b−u∗)
3
2 .

(2) Montrer que le système linéarisé en (x∗,y∗,u∗) avec x∗ = y∗ = (b−u∗)
3
2 est donné par

˙δX(t) =

(
−1 1

b− 2
3x

2
3
∗ −x

2
3
∗ −u∗

)
δX (t)+

(
0
−(b−u∗)

3
2

)
δu(t) .

(3) Montrer que si u∗ < b, le système linéarisé est contrôlable.
(4) En déduire que le système (1) est localement contrôlable (et donc localement stabili-

sable par placement de pôles) autour de tout point d’équilibre tel que 0 < u∗ < b.
(5) Énoncer et démontrer une condition suffisante sur K = ( k1 k2 ) pour que le système

bouclé par le feedback δu = K.δX soit localement asymptotiquement stable en un point
d’équilibre tel que 0 < u∗ < b.

(6) On pose q =
x
y

et u = bq− q
2
3 y

2
3 + v où v est un nouveau contrôle. Noter que ce

changement de variable respecte la contrainte initiale sur u si q est suffisamment proche de
1 et y pas trop grand.

6.1) Montrer que le système (1) est équivalent à

(2)
{

q̇(t) =−q(t) lnq(t)+ v(t)q(t) ,
ẏ(t) =−v(t) .y(t) ,

6.2) Etudier les variations de la fonction q 7→ h(q) =
1
2

q2 lnq− 1
4

q2 +
1
4

avec q > 0.

6.3) On considère la fonction V définie par V (q,y) =
1
2

q2 lnq− 1
4

q2+
1
4
+

1
2

y2 avec q > 0
et y ∈ R.

6.3.1) Vérifier que V (1,0) = 0 et V (q,y)> 0 pour tout (q,y) 6= (1,0) .
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2

6.3.2) Montrer que V est une fonction de Lyapunov pour le système (2) avec v = 0, autour
du point d’équilibre (q,y) = (1,0) .

Exercice 2 (07 points).
Une voiture contrôlé est modélisée de la façon suivante :

(3)


ẋ(t)
ẏ(t)
θ̇(t)
φ̇(t)

=


u1 (t) .cosθ (t)
u1 (t) .sinθ (t)
u1 (t) tanφ (t)
u2(t)


où les contrôles sont u1 et u2.
1. Ecrire le linéarisé du système autour d’une trajectoire X(t) = (x;y;θ ,φ)(t) correspon-

dant à un contrôle (u1(t);u2(t)).
2. Le linéarisé autour d’une trajectoire correspondant à (u1;u2)≡ (0;0) est-il contrôlable ?
3.
3.1. Mettre le système (3) sous la forme

X ′ (t) = f1 (X (t)) .u1 (t)+ f2 (X (t)) .u2 (t) .

3.2. Calculer les crochets de Lie [ f1, f2] (X (t)) et [ f1, [ f1, f2]] (X (t)) .
3.3. Montrer que le système (3) est globalement contrôlable.



lJroi,re*ihâ Ab*- hf." Bdf.ùJ 1Lryno,n A. U. ', 2,aL4- Tolf,

F"*tk d" Sciern..,r fl*Lt"i C*tnaf"
da tpha*t"

Nf*h.rnb J. fl*tÇ.a^oh'1,,%

[,],'vea*t . h*eà. Arnn{e tf*T'e^ Bie*,.ff.et"hq".^ d f{u&fltoJ*'

C,^^g, l. t'exo*'n*t 
.{'t4

à* ftonJ;4f in,;,rYrè'rr- 
fuoLU'

r A 4Z uorrv,t>,LÂencr(3r' --f"

4-



e '4- À- )*,

C'sb- à- J^*,

C'gt- À -.[i^o-,

Xx= $* t

bç -* g.- u*3*= o'

_2_

x1 = 8*,
,y,

uf, : b- Xt"

X*

& -_(b -u-f,

' 
rtgenn \-Al.'' ô'-' 

r;^- =(É_ 
,utu 

Ap
o.- urn fr.o*uht 

' x5 - $x = b u* )

t) L" oç\-rn* h^t"nua <ry, txr , tÀo , un) Lvec &= T*= 
(b- ç

v



0

Éx(b) = *(x*, s*,,r*)

'*(x*,b*,u*)

*(x*, 
tÀx, u*)

%(&,$*,u*)

\t",I*, 
.',)

u) =bx

sxu)

5u tr), .

*o*,$x,uJ

-T

5u r)

#s-ub
cvcc frC^ g, u) : ^f^i 

rb L!^'$,

^.Xx

C'sb-ù-À*,

6

+

txt94,

,-)
%$x tt) =

.Z#:

û)

7 -4,:l a

[u'zY';:

4

fu^
-&-- U*

(6\

{ $.uilS*u

^3-

tx (t)



i) flo,nh*o $" ùun (t, L 
"*cha.lvret''nauoa 

*b

ca,nhnat-bL.

")

4

u3
-&

A=[o
\u ,z#

B=(:,,.,/

AB) =€ ['
[-,0-u;ut

6n pe

t.b

0^ nr*'o'p$qr*rt t" t^k-* J" Kt{*o'rrr'

-(b --f
(#-,t*) [u.

6rn ",
re (a

1, ù l"{U2ç,

- l*-



r-) fn*r* b rr|a'* t,^e*,ug uob cu'',fnôï"til., d%
trfh*e ({) qrbtu..t**,Lc*kâtJt, AV

=4,
A

6

(Ë^

L

L,-

-Ê - ut(

5) 6^e

tX tb)- B' 5 u tt)

5Xt9*8. K, sxt[)

-.,.bÏ<) sx(b)

$xrb)

1

% Bl
"ç-ç-U(L-

A?^",

A*BK= (t p.

\ b.uÉ

r)+ (:,0.,,-)r )

Ê P,o$-.f

*î-

-L
3



Dur.r

ÀTu uùB K)

7z/^*4 
*4

:( 
, ^L n 2 

^.&+ç+Luw\ b*à Ê *Po (t -un)'

L" pJf^é'vne .**.f"ù[1,* u'l''
r o r L\

t,

Pat : ,f-n (L*xi *'* *vt'(u - u*)" ) À

z 
,,5&*h(b-qt4\5r{

+ x,a- + u* r ft(6-u) - b*,

Zr, z4

z * *0*#+uo *V(b- ".f> -b*Q *Ze

7

r

=,flo (r-h * L(b- u.f)À + g (b-'t^)*(R - AXb"

v,

il"I.-x/

?tt'
n (Er*D (t- t^)

A+bK e"E Hutwifôâ^- î
4.+ b* È"(b- ux)t 2 O'

g (b-tr,q)n W*à) (b-u

j

rf>

-(-

0rb



6^ p-^J 1u,",.**l1tt lro=L tb L=o'

Iq
Leb

6)

€-4) fur,

+
z

u=b1 -qbf+tï

bt9

xtu; = 1.1
frrtstg-utuà(t)J

{'tF) _ urr[$tt)

tu) hrt)+$tb) X(b)

t(F) 5tt)+itb)[b 
xb)-

4toêtq*1tt)[\tu)

f
LfiIuil\L

= 1tL) btg*1tt) [ttt*) 
-fttuf tt-)f utu]bq

: l tul bto) 
-1tr) 4rtt) st9

n

itt-) = xtF)[n e)

-T-

tcn*n,\g

At-,

xtH = gtb)

&t9



F 

$f^ W,= (tu) *ltgD{r)

ffnuYne/ grI CI*

,$tu) - bxtu) -

q tu) : - qLHhqtS + {11-) 
n>tr)'

orn oth"*b

lrrl,5tt-) - utr) $tt)

=Lb\g {'rul)-utrùstt

: [t.qrr)-iatul t*l-utu] ày

: F \ftF)

n/ 
P.
IA/TY\

L4 h,^R(1 )- +ùo'

h \->+r

è19

6 ),) o
Ylt1 ) =4

-v-



D*hr f4 en o-

A1^;"*
q

r'h)

?'Cq)

6.3) '

(3./f) 6* o,

V({,ô) = bfu4

:0.

l't1) = t t^q

o- t I-b{"^* J* Do"j'oh'c,..ç

@

N

4, *L-
T 'h

De p?,, J'^Ét"g*h* Pd,.J*h 6'

V[t,b) >ô po^/L l^L (q,l)+A,a),

_3a



6,3. L')

')v
t_b

6mu,

qbà

f^. û=ôr e4n tu

#Vtq'b) 
:

Æ*rV qF urc'fu.h* J. b"t*EÀ//ndn 
oht.L

p* à rphm. (L) aVec \):o, *,f*^ à* P*"b

,L-"( co^V""L csnhn*

H(r, b) =!h1 d'H(+' 5) = g n*b ca,nhiuq.

ùf) V(4, o)= o eb V(t,b))0, P^ tb^F tq,3)+ U,0)'

iii )

d'éyih[* (1 ,b) = (r, o),

_40_

= êf ti+ 4=o'

Gqilq,ô) >

1,M



o

0

4c'r*Én
o

ô

0

0

0

ô

0

Jor*€" PL
o \ /6qu\

ï) 
Ëï

rrt)Lb) =b, o) al-

i\sxtr)*(*,"'rl \Yn

É 
e#D

L) k 
",1nfu 

tira.nire *'h^^ J'u P"^L J c{*th*

( X. ,uî ,uil = (c" , cz , cu,c+, uî ,uf) *b

Jer^,né f*
-ui çn 2, 

'

8. *'z
0

"0

u

a

$x(t) =
[Kr]

($0

ô

0

,L

à"l"(
0

o
o
c)

f) *

k*
o

o
0

0

TX

t*

5

^4[-



C"4r,rn" t ( 6

tt"*^* ,n'"rb f- *',i-nat tt

3,4) Or.n *,

tL) =

Â b X'6 Â'B) = &t
"P* 

à

3)

:îïïà) ',tL) 
+ ([

6n QcUf

%ru-)

d

3,u

ô f4 \

ffïti,*r) = D[(xrH) fo(xcut) - DL(x(t-ù"s(x(tt

: Dfr(xcH) .[(x(tt
- !i^etF)

c,o o(F)
d

o

o

o
a
o

o

ô

o
ô )6

o

ô

^4L-

ffù

a*+*^Qr



\ (x313\

)[q*'/
o

O

0

o

- S:ir,,t gtf)

Côstb)

ô

ô

(4tt*^qr)

ô

0

ô

ô

- su ô rb) ({* f* 4tu)

ô

ô

k tmêtme,

[f^, [$o,Lll (xtu)

: D[î4frl (xfrr) .ilfit*) - D[,fitg)) 'L$.,il(xttl)

0

0

ô

0

(i

0

ô

o

ô

o

O

ô

ô

coo(9 (4* l*i.0tu)

0

o

-lf*ôtg 0* T-'fr,' Ote)

ô

ô

au bh Qrb)

ô

LT

_43 _



33)
L/

1û(xtu)

Cory o'tt-)

[(xtu) lfo,tf (xtu) tfr, [fo,U]lfiN)l

ô

ôô

0

o
0

0

0

L

- s,ne(goifrqu

côe(r-) tt-ffiqtu)

Sùr'a(9

hrn0t9
*0*ffiottl

ô

= t&a(r)

:ry

({* Ifr, o tHf* sfi e(\-) U *ffr atuf

/ ,L '2J

=f* ffi^ atb) ) +o'

Æ^r nv$xltî), L(xtt\), tf,,,f,l 
(xtu), ftr,rÂ,,L)J$u}

t[ ?CI.À o-^*[ I *ps t t{^&^à,r* J" cff

tb) ,tdr["Qr*^tcs.[ntf-bP"- (
-Il+-

rilo


	Examen final
	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14

