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Examen final 1

Exercice 1 (6pts)
On considere le probleme suivant

Vrug+zu, =t+x, t>0, x>0,
u(0,2) =z, x>0, (1)
w(t,0)=t, t>0.

1- Montrer que le probleme (1) est bien posé
2- Calculer la solution du probleme (1).

Exercice 2 (14pts)
On considere le modele SI suivant :
S'(t) = p = pSOI(t) — pS(t),
{ I'(t) = BSI(t) = (p + ) I(1),

avec (5(0),1(0)) = (So, ly) € R% x R%.. Supposons aussi que tous les parametres sont stricte-
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(2)

ment positive. On pose N(t) = S(t) + I(t) et on note Ry = . On définit aussi le

domaine suivant :
Q={(S,I)eR* $>0,1>0, N<1}.
1- Montrer que N(t) < max{N(0), 1} pour tout ¢ > 0. A-t-on la tlim N(t) <17 (justifier)
—00
2- Montrer que {2 est positivement invariant.
3- Montrer que S est une fonction uniformément continue sur [0, 7] pour tout 7" > 0.
4- Montrer que S est une fonction uniformément continue sur R*.
5- Montrer qu’il existe une constante positive ¢ telle que S(¢) > ¢ pour tout ¢ > 0.
6- En utilisant la fonction suivante :

V(S,I)=1,

montrer que le point d’équilibre (1,0) est globalement asymptotiquement stable dans €2 si
Ry < 1.
7- En Utilisant la fonction de Lyapunov suivante

V(S,I) = S(t) — S*InS(t) + I(t) — I* In I(t),

montrer que le point d’équilibre non trivial (S*, I*) est globalement asymptotiquement stable
dans € si Ry > 1.
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Exercice 1 (8pts)

On considere le probleme suivant

Vrug + zu, = (t+x), t>0, x>0,
u(0,z) =z, x>0, (1)
u(t,0) =t, t>0.

1- Montrer que le probleme (1) est bien posé
2- Calculer la solution du probleme (1).

Correction

En divisant les deux cotés de I’équation de (1) sur y/z le probleme devient

t
ut+ﬁux:%, t>0, x>0,
T
w(0,z) =z, x>0, (2)

u(t,0) =t, t>0.

1- 11 suffit de montrer que I'intégrale suivante est finie,

™ ds
/ — < 0o. Voir le cours.
0 Vs

Soit le probleme suivant,

Pour tg =0et g > 0 on a




Un simple calcul donne lieu

2y/x(t) —t = 2/x.

(Vold) - 5 = w0

ou bien

t
Posons f(t,z) = e

Vo

. Le long de ces courbes caractéristiques nous avons

apres intégration

= wo(xg) + (o,2(0))do.
Finalement pour V(¢,z) € R*? on obtient

t

u(t,x):uo((\/_—E)Q)Jr/o f (o, (\/E—i-%(a—t))Q) sit <27

A présent nous allons calculer la solution pour ¢ > 2,/x. En effet, pour to > 0 et 7o = 0 le
probléeme (3) donne
t(S) = s+ tp,

d'ou t — 2\/x = ty.

Le long de ces courbes caractéristiques nous avons

%u(t(s), z(s)) = f(t(s),x(s)),

apres intégration

u(t(s),z(s)) = wu(to, o) +/08 f(t(o),z(0))do,

— glt) + / [(t(0), #(0))do,
finalement
2V
u(t,z) = g(t — 2v/7) + F2(Wo —Vt) +t,0)do si t>2/x.

0

En combinant les résultats précédents on a



u(t,z) =

En conclusion

do si t <2z,

1
t(Vet (o —t) +o
Va-gr+ [ ——2

O (5= )
t—2\/5+/2\/52(\/__\f)+t+0d0 sit > 2.

Pour finir I'exercice, il faut vérifier, en utilisant la formule de Leibniz, que la fonction
trouvée est une solution du probléme (1).

u(t,z) =

Exercice 2 (12pts)

On consideére le modele SI suivant :

{ S'(t) = p— BS(H)I(t) — uS(t),
I'(t) = BSI(t) — (n+ a)I(1),

avec (5(0),1(0)) = (So, lo) € R% x R%.. Supposons aussi que tous les parametres sont stricte-

(4)

ment positive. On pose N(t) = S(t) + I(t) et on note Ry = % On définit aussi le
p+ o

domaine suivant :

Q={(S,I)eR* S>0,1>0, N <1}.
1- Montrer que N(t) < max{N(0), 1} pour tout ¢ > 0. A-t-on la lim N(¢) < 17 (justifier)

t—o0
2- Montrer que 2 est positivement invariant.

3- Montrer que S est une fonction uniformément continue sur [0, 7] pour tout 7" > 0.
4- Montrer que S est une fonction uniformément continue sur R™.

5- Montrer qu'il existe une constante positive ¢ telle que S(t) > ¢ pour tout ¢ > 0.

6- En utilisant la fonction suivante :

V(S,I) =1,

montrer que le point d’équilibre (1,0) est globalement asymptotiquement stable dans €2 si
Ry < 1.
7- En Utilisant la fonction de Lyapunov suivante

V(S,I)=S8(t)—S*InS(t)+ I(t) — " InI(t),

montrer que le point d’équilibre non trivial (S*, I*) est globalement asymptotiquement stable
dans €2 si Ry > 1.



Correction

1- Apres sommation des équations de (4) on a
N'(t) < u— uN(2).

un simple calcul donne,
N(t) < (N(0) — 1)e ™ +1. (5)
<

Maintenant, si N(0) < 1 alors N(t) < 1.
Si N(0) > 1 alors de (5) on a

N(t) < (N(0) — 1) + 1 = N(0).

On conclusion on trouve que N(t) < max{N(0),1}. De (5) on a lim sup N(¢) < 1 mais on

t—o00

n’a pas systématiquement 1tlirn N(t) <1 car on ne sait pas si la limite existe ou non!
—00

2- Déja de (5) on a si N(0) <1 alors N(t) < 1. Maintenant s’il existe

ty = 1inf{t > 0, (S(t1),1(t1)) € 0Q} alors S(t1) = 0ou I(t;) =0.Si S(t;) =0et [ >0
alors S’(t;) = p > 0 alors il existe ¢ > 0 petit tel que S(t; —¢) < S(t1) = 0 contradiction
avec la définition de ¢;. Si maintenant I(¢;) = 0 et S > 0 alors par le Théoreme de Lipschitz
I(t) =0¥ t >0 cependant I(0) # 0 donc c’est une contradiction.

3- S est une fonction continue sur [0, 7], fermé borné dans R. Donc S est uniformément
continue, car toute fonction continue sur un compact est uniformément continue.

4- On sait, d’apres la question 2, que S(¢) > 0 pour tout ¢t > 0. Ceci implique que S(t) > 0
pour tout ¢ € [0, 7] et T' > 0. Puisque S est une fonction continue sur un compact, alors elle

atteint son minimum. Il vient que S(¢t) > inf S(t) = min S(t) = S(to) pour ¢y € [0,T].
t€[0,7] t€[0,T]

Puisque S(ty) > 0 alors ¢ = S(tp). A présent, nous allons montrer que S est uniformément
continue sur R*. Il suffit de montrer que S’(¢) est uniformément borné. En effet, en utilisant
I’équation de S on trouve

1S (O < p 4 BISOIIB] + plSE)]-

Notre objectif est atteint car, d’apres la question 1, S et I sont uniformément bornées.

5- Supposons par contradiction, qu’il existe une suite (t,),, telle que S(¢,) — 0 quand
t, — 00. Puisque S est uniformément continue, alors S’(¢,,) — 0 quand t,, — co. Remplagons
t par t, dans I’équation de S on trouve S’(t,) = u— BS(t,)I(t,) — pS(t,). Passons a la limite
on a 0 = p contradiction!

4- On considere la fonction suivante V(S,I) = I(qui n’est pas une fonction définie posi-
tivel) On dérive le long des trajectoires de (4) on a

D51y = BSWIM) - (u+a)(t),

dt -
= I(t)(u+a)(

po
< Mww+axu+a
= I(t)(p+a)(Ro—1) <0,




d
A présent, EV(S’ I) = 0 implique que I = 0. A travers I’équation de S en (4) on a
S'() = — uS(1),

d
et donc I'ensemble invariant vérifiant —V' (.S, 1) = 0 contient seulement le singleton {(1,0)}.

D’apres LaSalle (S(¢), I(t)) converge vers (1,0). Pour atteindre la stabilité globale 7V n’est
pas définie positive”, il faut montrer en plus de la convergence, que (1,0) est localement
stable ; cela peut facilement se faire par linéarisation.

4- Cette fonction V' est définie positive son seul minimum est le point (S*, I*). Apres
calcul on trouve

d I
—V T — _Qx)\2 < 0.
dt (5,1) S*S(t) (§=5)7<0

d
Comme auparavant %V(S’ I) = 0 implique que S = S* et par I'équation I = I*. CQFD.
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