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Exercice1: 08 pts Soit la fonction f(x) = e�jxj:
a) 02 pts Calculer la transform�ee de Fourier de f(x):
Solution: On a

bf (t) = Z
R

f(x)e�ixtdx =

Z +1

0

e�xe�ixtdx+

Z 0

�1
exe�ixtdx

ce qui donne bf (t) = 1

1 + it
+

1

1� it =
2

1 + t2

b) 03 pts Calculer la transform�ee de Fourier de
�

1
1+x2

�
:

Solution: On a bbf = f(�x)
autrement dit, pour f(x) = e�jxj on obtient

\1
1 + x2

(!) = f(�!) = 1

2
e�j!j

c)03 pts En d�eduire la valeur de l'int�egrale
R +1
�1

�
cos xt
1+t2

�
dt:

Solution: Comme la fonction f(t)= 1
1+t2 est paire, un calcul simple donne

que d1
1 + t2

=

Z
R

f(t)e�ixtdt = 2

Z +1

0

1

1 + t2
cosxtdt =

1

2
e�jxj

ainsi Z +1

�1

�
cosxt

1 + t2

�
dt =

1

2
e�jxj

Exercice 2. On souhaite r�esoudrel'�equation de chaleur par la transform�ee
de Fourier �

@u
@t =

1
2
@2u
@2x2 , x 2 R, t > 0
u (0; x) = u0 (x)

1) 02 ptsDonner les conditions sur u pourque tous les calculs soient licites.
Solution: Il faut queZ

R

u(t; x)dx <1,
Z
R

ut(t; x)dx <1,
Z
R

uxx(t; x)dx <1

et
@

@t

Z
R

u(x; t)e�ixtdx =

Z
R

@

@t
u(x; t)e�ixtdx
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2) 03 ptsMontrer que si x ! u(t; x) est C1, et @u
@x 2 L

1, alors c@u@x = i!bu:
En d�eduire que si x! u(t; x) est C2, et @

2u
@x2 2 L

1, alors d@2u@x2 = �!
2bu

Solution: On a c@u
@x
(t; x) =

Z
R

@

@x
u(x; t)e�ixtdx

une int�egration par parties donne

c@u
@x
(t; x) = u(x; t)e�ixt

��+1
�1 + i!

Z
R

u(x; t)e�ixtdx

Comme

u (t; x) = u (t; 0) +

Z x

0

@

@x
u(x; t)dx

et @u@x est int�egrable, il s'ensuit que

lim
jxj!1

Z x

0

@

@x
u (t; x) = 0

ainsi
lim

jxj!1
u (t; x) = 0

et c@u
@x

= i!bu
De la même mani�ere on conclut que

d@2u
@x2

= �!2bu
3)01 ptsMontrer que t! bu(t; !) v�eri�e

@bu
@t
= �1

2
!2bu

Solution: il su�t d'applique la transform�ee de Fourier �a l'�equation en utilsant
1) et 2).
4)02 ptsEn d�eduire explicitement bu (t; !) :
Solution: bu (t; !) = bu0 (!) e� t!2

2

5) 02 ptsCalculer la transform�ee de Fourier de la Gaussienne

Pt (x) =
1p
2�t

e�
x2

2t

Solution : D'apr�es le cours, on a

\Pt (x) = e�
t!2

2

2



6) 02 ptsEn d�eduire que

u(t; x) = Pt (x) � u0 (x) , 8t > 0, 8x 2 R:

Solution: On a
\Pt (x) � u0 (x) =\Pt (x)\u0 (x)

ainsi
\Pt (x) � u0 (x) = bu0 (!) e� t!2

2

ce qui donne que
u(t; x) = Pt (x) � u0 (x)
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