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Equations de la physique mathématique Examen de Rattrapage 1H30

Exercice 1(6 pts):
Soit donnée sur le domaine U = {(x,y) € R?; x < y} I'équation aux dérivées
partielles d'inconnue u: U — R suivante :

Ju ou
CtN g+ -NG =0 (D)

1. En passant par le changement de variables [ s = x?> — 2xy —y?, t= y]
résoudre I'équation (H).

2. Déterminer explicitement une solution u de (H) dont le graphe contient le
point A(—1,1, 0).

Exercice 2 (7pts):
1. Soit le systéme différentiel (S) suivant:
dx  dy _ dz
2wy x(z-2y)
a. Montrer que la fonction u définie par u(x,y,z) = y? — yz,
est une intégrale premiere de (S).
b. Déterminer une deuxiéme intégrale premiere v pour (S) telle que u et v
soient fonctionnellement indépendantes.

2. Résoudre 'EDP suivante:
0z 0z

274 94 _
y P xyay x(z — 2y).

Exercice 3 (7 pts):
On se donne sur le domaine D = ]0,4+oo[ X ]0, +oo[ I'EDP suivante.

0%u 62u+16u 16u_1 )
X ox? yayz 20x 20y

1. De quel type est I'équation (E) ?

2. Déterminer les courbes caractéristiques de (E).

3.Enposant X = [y —vx, Y = [y +x réduire I'équation (E)
a la forme standard.

4. Résoudre I'équation obtenue et en déduire les solutions de (E).
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Exercice 1(6 pts):
Soit U = {(x,y) € R?;x < y} et u: U — R solution de I'équation suivante:

ou Ju
C+N g+ =NG =0 @D

1. En passant par le changement de variables [ s = x?> — 2xy —y?, t= y]

résolvons l'équation (H). Nous avons
du OJu ds OJu 0t

du
ax osox atax ST Mg (Y
6u_6u65+6u6t_ 20x + )6u+6u (1 pt)
dy dsay ot oy TV VP
En remplacant dans (H), nous obtenons
202~ y) T2~ 2(x2 = y) Sk (k= y) 2 = 0
BT s TN TV T T W T
soit
( )au _0
XTIV T
Or dans le domaine U, x < y d’ou
du _
ot
En intégrant par rapport a t, nous trouvons
u(s,t) = F(s),

la fonction F ne dépend que des, et est une fonction de classe C*.
En revenant aux variables (x, y) nous obtenons
u(x,y) = F(x* = 2xy —y?) (2 pts)
2. Déterminons explicitement une solution u de (H) dont le graphe contient le
point A(—1,1, 0).
A est un point du graphe deu < u(-1,1) =0
u(-1,1)=0=F(2)=0. (1pt)
Nous pouvons prendre, par exemple F (z) = sin(nz) car F(2) = sin(2m) = 0,
et la (une) solution demandée est
u(x,y) = sin(r(x? — 2xy — y?)) (1 pt)
ou tout simplement, u(x,y) = x? — 2xy — y? — 2.
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Exercice 2 (7pts):
1. Soit le systéme différentiel (S) suivant:
dx  dy _ dz
y2 o xy x(z-2y)
donné sur un domaine D € R* X R* X R.
a. Montrons que la fonction u définie par u(x,y,z) = y? — yz,
est une intégrale premiere de (S).
Posons P(x,v,z) = v%,Q(x,y,z) = —xy, R(x,y,z) = x(z — 2y)
Nous savons d’apreés le cours que u est une intégrale premiere de (S)
si et seulementsi, V.Vu=0 ou V = (P,Q,R)t.
Nous avons
ou ou ou
V.Vu = Pa+ QE-F RE =—xyy —z) +x(z —2y)(—y)
V.Vu = xy(z —2y—(z— 2y)) =0. (2pts)
Donc u est une intégrale premiére de (S).
Cette intégrale premiéere peut-étre obtenue en résolvant la deuxieme équation
du systeme
dy dz
Cxy x(z-2y)

b. Déterminons une deuxiéme intégrale premiére v pour (S):
Nous utilisons la premiéere équation du systeme:

dx dy dx dy 1 5

?= Y =>7=—?=>xdx= —ydy=>z(x +y*) =C.
Une deuxiéme intégrale est v(x,y,z) = x* + y%. (1,5 pt)
Vérifions que u et v sont indépendantes:
Nous avons, par exemple,

D(u,v) 10—y D(u,v)
D(x,z) |2x 0 D(x,z)

Donc u et v sont fonctionnellement indépendantes.

2. Résolvons '’EDP suivante:

262 62_( 2y)
yax xyay—xz y).

= 2|xy| # 0,¥(x,y,2) € D.(0,5 pt)

|=2xy,‘
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Son systeme caractéristique est

dx dy dz
v T TGy (PP
C'est le systeme (S) ayant pour intégrales premiéres u et v, donc la solution z
de 'EDP est définie implicitement par
F(uv)=0ie F(y?—yzx?+y?)=0, (1 pt)
d’ot I'existence d’une fonction ¢ d’une seule variable de classe C* telle que
y?—yz=op(x*+y*) (1pt)
et la solution z de 'EDP est définie par

p(x* +y?)
z(x,y,z) =y — T (0,5 pt)
Exercice 3 (7 pts):
On se donne sur le domaine D = ]0,4+oo[ X ]0, +oo[ I'EDP suivante.
0’u  9%u N 10u 10u _ )
dx? yayz 20x 20y

X

1. Type de I'équation (E): On calcule son discriminant,
Alx,y) = 0= x(=y) = xy.

Comme (x,y) € D alors xy > 0, I'équation est hyperbolique dans D. (1 pt)

2. Déterminons les courbes caractéristiques de (E).
Elles sont solutions de I'équation:

dy
x(a) —y=0
dy\* dy dy
x() —v=0=(Vrg ) (VEg+ ) =0
dy dy
:(ﬁa— y=0 ou \/Ea+\/§—0)
dy dx dy dx
=>-—==—= 00U —==-——

= (2/y—2Vx=C ou 2,/y + 2Vx = K)
= (Jy—-Vx=c ou Jy+Vx=k).

Les courbes caractéristiques sont données par

Jy—Vx=c et Jy+vVx=k (2pts)
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3. Ecrivons I'équation (E) sous la forme standard.

Posons X = \/——\/_ Y = \/;+\/§, alors

Ju OJu OX Ju dY 1 ou 1 Ou 1 <6u du

9x T OX 0x TOY 9x | 2yx0X | 24xdY  2vx W—ﬁ)(o,zsm

6u Jdu OX Ju aY 1 au 1 Ou 1 <6u Jdu

ay axay ayay \/_6X 2\/_6Y 2\/_ aY oX
D’ou

0’u a1 <6u au) 3 1 <6u au)+ 1 [(0%°u 0%*u
dx2  dx\2vx\dY 0X/)] 4xyx\0Y 09X/ 2x\0xdY 0x0X

On a

)(o 25 pt)

0%u 0%u aX 0?udy 1 0%u 1 0%u
9x0Y _ OXOY 0x | 9Y20x 2yx 0XAY | 2yx Y2
0’u  0%u aX 0’u 9y 1 0*u 1 d*u
9x0X _ 0X?0x | 9Y0Xox 2vx0X? | 2vxdvoX

D’ou

d0%u 1 <6u 6u) 1 [/0%°u 0%u d0%u
aYy odX

922 - axdx x\axz Tav2 ™ % axar
De méme on trouve

0%u 1 /0u Ou 1 (0%°u 0%u 0%u

5y2=_3hw@(5?+5})+1;< +2 )(QSpU

> (0, 5pt)

0X? * Y? 0XoY

En portant dans I'équation (E) on trouve
1 <6u au)+ 1 62u+62u 5 0%u
\ vz \ay T ax) T ax\axz T av2 T “axay
1 (6u+6u)+ 1 62u+62 o 0%u
"\ T4y y\ay Tax) T ay\axz T ayz T “oxay

+1 1 <6u au) 1 1 <6u+au) _q
2\2yx\oY ox 2\ 2 /y\oy " ox/ |
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Ce qui donne

L N

+<1 1) 62u+62u +< 1 1) 0%u 1
4 4)\ax?  o9y?2 2 2)0Xay

Finalement

62

a7 =1 (ES) (0,5p0)

C’est la forme standard de I'équation (E).

4. Résolvons I'équation (ES):

0%u 0 <6u)

Jdu
oy = 1= (o) =—1= = =X+ C(Y)

aY

ou
o7 =X+ C) = ulX,Y)=-Xr + f c(Y)dY + K(X)

u(X,Y)=KX)+D(Y)—XY. (1pt)
Les fonctions K et D sont de classe C?.

La solution générale de 'EDP (E) est

u(x,y) =K(\Jy —vx) +D({/y +Vx) + x —y. (1 pt)



