Université de Tlemcen A.U. 2021/2022
Faculté des sciences durée: 1h30
Département de mathématiques

Examen: Espaces normés et analyse hilbertienne

Exercice 1 ( 07 points)
Soit f : R — R la fonction 27-périodique définie par

f(z) = (z — m)? pour z € [0; 27|

(1) Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.
(2) Etudier la convergence de la série de Fourier de f.
(3) En déduire les sommes des séries

o0 1 (o] _1n

Exercice 2 ( 06 points)
L Soit E = C([0,1]) muni de la norme ||| et F = C*([0,1]) muni de la
norme

1 lp = 1l + 1 Nloo -
Soit T': E — F défini par

Tf<x>=/;f<t>dt

Démontrer que I'application T est continue et ||T']] = 2.
II. On considere l’espace E = C ([—1,1],R). Pour f € E, on pose

1
[flle = sup [f(z)], Hf||1:/ |f (2)] dz
ze[—1,1 -1

1/ Montrer que (E, ||.||,,) est complet.
2/Pour tout n > 1 et z € [—1, 1], on pose

-1 siz< =t
fa@)=% nz sizt<a<i
1 six> 1

n

Montrer que (fy),,cy est une suite de Cauchy dans (E, ||.||,). Converge t-elle
dans cet espace?Qu’en déduit-on?



Exercice 3 ( 07 points)
1/ Soit H un espace de Hilbert et ¢ un élément non nul de H. Montrer que

pour tout z € H, on a
|(z, a)|
(o, fay) = L2
lall

Indication: utiliser la notion de projection orthogonale.

2/ On considére 'espace de Hilbert L? ([0, 1]) = {f :[0,1] — R, fol | ()] dt < oo}
a/ Montrer que toute f € L? ([0, 1]) est intégrable sur [0,1].

On considére 'ensemble F = {f € L?([0,1]) telles que fol f@)dt = 0} .

b/ Montrer que F est un sous espace vectoriel fermé de L? ([0,1]).
¢/ Déterminer F*.
d/ Calculer d (f, F) pour f(t) = et.

Bonne chance
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