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Equations de la physique mathématique Examen Final 1H30

Exercice 1(7 pts): Soit A un parametre réel. On considere 'EDP d’ordre 2,
d’inconnue u: R X R* — R, suivante
PN NGV L NSRS

y dy? y dy = y)

0x? 0x0y
1. Discuter selon les valeurs du paramétre A le type de I'équation (E;).

2. Pour A = 1, déterminer les courbes caractéristiques de (E;).
3. Réduire a la forme standard l'équation (E,) et résoudre I'équation obtenue.
4. En déduire les solutions de I'équation (E;).

Exercice 2(8 pts): On considere I'équation aux dérivées partielles
suivante d’inconnue u: R X [0, +c0o[— R:

ou 0%u <6u)
ot 0x?2 0x

1. Montrer qu’en posant v = e* ie. v(x,t) = exp(u(x, t)), I’équation (D) se

2

=0 (D)

ramene a la suivante :
ov 0%v
3 a2 (H)
2. De quel type est I'équation (H)?
3. Déterminer, par la méthode de séparation des variables, les solutions bornées de
I’équation (H).
4. En déduire une classe de solutions de (D).

Exercice 3(5 pts):
En coordonnées polaires (r, 8) I'équation de Laplace est donnée par
r’—+r—+-—==0,

et sa solution, pour une région circulaire, est définie par
u(r,0) =A, +apglnr +

z [(4,r" + a,r™™) cos(nB) + (B,r™ + B,r ™) sin(nh)].
n=1
Déterminer l'expression de u pour le disque unité du plan telle que

u(1,0) =1—-cos(280), 0<6 <2m.



Université de Tlemcen Département de Mathématiques

3° Année Licence — S5 Janvier 2022
Equations de la physique mathématique Examen Final 1H30
Corrigé détaillé
Exercice 1(7 pts): Soit u: R X R* — R la solution de I'EDP suivante
0%u 0%u 0%u ou

-2y

a Damay T ezt =0 B

1. Type de I'équation (E;): (4 X 0,25 pt)
Discriminant de I'équation : A= b?> —ac = y* — Ay? = (1 — )y?.
Puisque y? > 0, le signe de A dépend de celui de 1 — A.

- SiA < 1alors A> QOet I'équation est hyperbolique.

- SiA = 1alors A= 0 et I'équation est parabolique.

- SiA > 1alors A< 0 et I'équation est elliptique.

2. Courbes caractéristiques de (E,).
Les courbes caractéristiques de (E,) sont les solutions de I'équation différentielle:

dy\’ dy
— 2 2=0. (0,5pt
( dx) t2y oty (0,5pt)
dy\* dy dy 2 dy
— 2y—+y?=0= (— ) =0=— = 0.
(dx) * ydx+y 0 dx+y 0 dx+y 0
d d
d—z+y =0 =7y= —dx = In|ly|=—x+A=y=Ce™ (0,5pt)
ou A et C sont des constantes réelles.
L’équation (E,) admet une seule famille de courbes caractéristiques
ye* = C. (0,5pt)
3. Réduction de I'équation (E;) a la forme standard
Posons X = ye*et Y =y, (0,5pt)
remarquons que le jacobien est non identiquement nul :
D(X,Y) _ |yex ye*
D(x,y) 1

=vye* #0,V(x,y) € R X R".

Ona
ou _ JuodX ouadY au au JuodX oudY i Ju dJdu

ox oxox Tavaxr Y9 ax 9y oxay Tavay ¢ ax Tav

d0%u _6(6u)_6< xau)_ au+ a(au)
9%z~ ax\ox) T2\ ax) TV ax TV 52 \ax

d0%u L ou ou d0%u 0X N d0%u dY L ou t ey it d0%u
axz =V ax TY¢ \axzax Tavaxax) =V ax T ¢ gxz
0%u L ou d0%u

352 = Ve aX+ye Xz (0, 5pt)
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— pX

0%u 0 (au) 0 (au) <82u 8X 0%u 6Y> 0%°u 90X o0%uady

3y~ ¢ ay\ax) Tay\av) = ¢ \ax2ay Tavaxay) T avaxay T aviay
0%u L, 0%u 0°u  0%u
er m+2€ aYaX‘Fm (0,5pt)
0%u zi( xa_u+6u)_ex0_u+exi(a_u)+i(6_u)
dxdy 0 dX adY X dx \dX/ o0x\dY
0%u x6u+ azu 2
ooy~ € ax Y gxa Y Gyax (05P0)

Remplagons dans I'équation (E;) on trouve

6u+ azu
ax Ty

_ + 62u+ d%u
x|\ ax e e Y Gyax

X 62u 0%u azu ou oJu
+ y? | e —— + 2e* +y(e — T ) 0

ye

0X? aYox 6Y2 X adY

En ordonnant on obtient

X 0%u N ou 0
Y avz Yy
OrY =ydou
20 v %o 050
ovz Tty T U \oP
Résolvons cette équation.
V2 62u+yc’?u 0= Yazu_l_(')u 0$6(y6u)_0
QY2 Yy Y2 = oYy ay \" ay/)
g (Y(')u) 0= v F) (0500
av\"ay) = oy P

Ou F est fonction d’une seule variable réelle.
La derniere équation peut-étre regardée comme une EDO

Y%— F(X) = du = F(X)—Y=> u=FX)In|Y| + G(X)
u=FX)In|Y|+ GX).(1 pt)

4. En revenant aux variables x et y nous trouvons
ux,y) = F(ye™) Inly| + G(ye™), (0,5pt)

avec F et G deux fonctions définie sur R*, qui sont deux fois dérivables.
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Exercice 2(8 pts): On considere I'équation aux dérivées partielles

suivante d’inconnue u: R X [0, +0c0o[— R:

(D)

1. Montrons que pour v(x,t) = exp(u(x,t)), I'équation (D) s’écrit :

v 0%v
ot 9x?
Ona v(x,t) = exp(u(x, t)) = ulx,t) =
d’ou
au_lav . au_lc')v
ot vt € ox vox
et
0%u B ( 1 av)av+ 19%v B 19%v
ox2 v20x) d0x vIx? vdx?

En substituant dans (D) nous obtenons

1dv 10%v

_+
vot vox?

1(617)2 (
v2\dx
Soit

1dv 10%v

vat vox?
Ce qui donne, en multipliant par v, I'équation (H):

(H)
In(v(x,t))

(2x0,5pt)

0. (0,5 pt)

dv/ot = 92/ dx? .

2. L’équation (H) est parabolique, c’est I'équation de la chaleur. (0,5 pt)

Résolvons I'équation (H). On utilise la méthode de
Posons v(x,t) = X(x)T(¢t).
En portant dans (H) nous trouvons, XT' = X"'T.

Par suite

séparation des variables.
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Comme les variables t et x sont indépendantes nous déduisons qu'’il existe une
constante réelle A telle que

T,_A_X”
T X

Dou: T' —AT =0 et X" —2X =0. (2x 0,5 pt)
Résolvons l'équationen T :

T' dT
== 1= = Adt = In|T| = At + K = T(t) = Ce?, (1pt)

v bornée = T bornée sur [0,+oo[ = A < 0. (Cet K sont des constantes réelles)
Résolution de I'équation en X pour A < 0: X" —AX = 0.
L’équation caractéristique est > = .
SiA < 0,disons A = —a? alors X(x) = C; cos(ax) + C, sin(ax). (01 pt)
Sid=0alors X(x) =C3x+C, (0,5pt)
(les C; sont des constantes réelles.)
Remarquons que X est bornée sur R pour A < 0.
La solution cherchée est,

v(x,t) = X(x)T(t) = C(C, cos(ax) + C, sin(ax))e?t
ie. v(x,t) = (Acos(ax) + Bsin(ax))e %t (a>0) (1 pt)
La fonction v étant positive, on prend alors v(x,t) = |A cos(ax) + B sin(ocx)le‘“zt
4. Déduction d’une famille de solutions de I'équation (D):

v=expu=u=Inv.

D’ou

u(x,t) = —a?t + In|A cos(ax) + B sin(ax)|, (1 pt)

aveca >0, A, B>0et A #B.
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Exercice 3(5 pts):

En coordonnées polaires (r, 6) I'équation de Laplace est donnée par

262u+ 6u+62u_
"oz Tor T 02 =

et sa solution, pour une région circulaire, est définie par

0,

u(r,0) =Ay+ ayInr +

Z [(A,r" + a,r™™) cos(nB) + (B,r™ + B,r ™) sin(nd)].

nz1
Remarque: Il n’est pas demandé de démontrer cette formule !
Déterminons l'expression de u pour le disque unité du plan telle que

u(1,0) =1—-cos(26), 0<0 <2m.

Remarquons d’abord que la fonction u doit —étre définie et continue a l'intérieur du
disque unité, elle est donc continue a l'origine. (1 pt)
Donc les coefficients des termesInr et v™™ (n = 1) sont nuls, (1 pt) car

lim Inr = —c0, lim r™" = +oo.
r—ot r—ot

Et I'expression de u(r, 0) devient

u(r,8) =A, + z [A,r™ cos(n@) + B,r™sin(nf)] (1 pt)
nz1
Calculons les coefficients Ay, A, et By,.

Ona u(1,0) =1 — cos(26), en portant dans la nouvelle expression de u(r, 9)
nous obtenons (pour r = 1)

1—cos(20) = A, + Z [A,, cos(n@) + B, sin(nf)]
nz1
Par identification nous avons:
Ag=1 A, =-1, A, =0VvneN\{2}, B,=0VneN.(4x0,25pt)
Et la solution du probléme est

u(r,0) =1 —1r?cos(26). (1 pt)



