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Controle continu
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Exercice 1 (4 points):

1) Soit f une fonction différentiable sur un ensemble convexe C' C R"™. En
utilisant la définition de la convexité et de la dérivée directionnelle montrer
que si f est convexe alors:

fly) > f(z) +(V[f(z),y —x), Yo,y e C.

2) Déduire que V f est monotone sur C', c’est a dire

(Vf(y)—Vfx),y—z)>0, Vz,yeC.

Exercice 2 (4 points):
Déterminer et établir la nature des points critiques de la fonction f : R® — R
définie par:

flr,y,2) =2+ + 22 —do — 2y — 22 + 4.

Exercice 3 (12 points):
Soit 8 € R. On considére la fonction fs : R* — R définie par:

fo(z,y) = 2+ y* + By + x + 2y.

1) Pour quelles valeurs de /3 la fonction fs est-elle convexe?
2) Calculer les points critiques de fz en fonction de /5 puis résoudre le prob-
leme minge fg(x, y) lorsque 5 # £2.
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Solution du controle continu

Exercice 1 (4 points):

1)Soit f une fonction différentiable sur un ensemble convexe C' C R™. En
utilisant la définition de la convexité et de la dérivée directionnelle montrer
que si f est convexe alors:

fy) =z f@) +(V[f(z),y — ), Vo,yeC.
2) Déduire que V f est monotone sur C, ¢’est a dire

(V) —Vf(x),y—2z)>0, Yo,y e C.

Solution:
1) De la définition de la convexité on a:

fla+it(y—=)) = flty+(1-t)r) < tf(y)+(1-t)f(z), Yo,y e C, Vte (0,1),
ce qui implique:

flz+t(y —x) = flx) <t(fly) — flz). (1)
Si on divise (1) par ¢ et on fait tendre ¢ vers 0 on obtient

(Y f(2),y — z) = Jim LEF = 2) = /(@)

t—0 t

< fly) — fl),

ce qui donne f(y) > f(x) +(Vf(x),y —x), Va,y € C (2 points).
2) De 1) on a:

fy) = f(z) +(Vf(2),y — ), (2)
et

f(@) = fy) + (V). z = y). (3)

En faisant la somme de (2) et (3), on obtient:

(Vf(y)—Vf(x),y—x) >0, Vo,y € C (2 points).



Exercice 2 (4 points):
Déterminer et établir la nature des points critiques de la fonction f : R® — R
définie par:

flryy,2) =a* + 92 + 22 —da — 2y — 22 + 4.

Solution:
Le gradient de f est:

43 — 4
Vf(l’,y,Z) = 2y—2
2z — 2

L’équation d’Euler V f(z,y,2z) = 0 admet une unique solution (1,1,1) qui
est I'unique point critique de f. (1 point)

Pour déterminer la nature de ce point critique, il faut calculer la matrice
hessienne de f

1222 0 0
V2f(x,y,2) = 0 20
0 0 2
Au point (1,1, 1),
12 0 0
ViF(L,1L,)=| 0 2 0
0 0 2

Les valeurs propres Ay = 12 et Ay = 2 (d’ordre de multiplicité 2) sont posi-
tives, donc V2f(1,1,1) est définie positive. On peut en déduire que (1,1,1)
est un minimum local pour f. (2 points)

De plus, V2f(z,y, 2) est semi-définie positive. On en déduit que f est con-
vexe, donc tout minimum local est global. Ainsi, (1,1,1) est un minimum
global. (1 point)

Exercice 3 (12 points):
Soit 8 € R. On considére la fonction fs : R* — R définie par:

fo(z,y) = 2%+ y* + By + x + 2y.

1) Pour quelles valeurs de /5 la fonction fs est-elle convexe?
2) Calculer les points critiques de f en fonction de /5 puis résoudre le prob-
leme mings fg(x, y) lorsque 5 # £2.

Solution:
1) Le gradient et le hessien de fz sont (1 point)+(1 point)

Vis(x,y) = ( ;ﬁig‘zi; ) V2 fa(x,y) = < 2 g >

2



Les valeurs propres de V2 fz(z,y) sont solution de

(22— =0,
s 2-6-MN24+5-)N)=0

Ainsi Ay =2 — et \y = 2+ . Elles sont positives lorsque 5 € [-2,2]. On
déduit que fz est convexe lorsque 5 € [—2,2] (3 points).
2) Les points critiques de f5 sont solutions de I'equation d’Euler

20+ By = —1

Vf5:O<:>{ Bx +2y= -2

On remarque que si § = £2 les équations ne sont pas compatibles, il s’ensuit
alors que le probleme d’optimisation n’a pas de solution (1 point).
Lorsque 3 # £2, I’équation d’Euler V f3(z,y) = 0 admet une unique solution

(2 points)
e o (282 [p—4
(x?y)<4_5274_ﬁ2>
Ce point critique est un minimum global lorsque 5 € (—2,2) (2 points).
Cependant, lorsque || > 2, (*,y*) est un point selle (car A\; et Ay sont de
signe différent) (2 points).
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