Université de Tlemcen Département de Mathématiques

3° Année Licence — S5 Novembre 2021
Equations de la physique mathématique Examen Partiel 1H30
Exercice 1(6 pts):

En passant par le changement de variables | S =X, t=xY ], résoudre
I’équation aux dérivées partielles d’inconnue u: R} X R — R suivante:
6u au 5

*ox Yoy ay Xy
Déterminer une solution u dont le graphe contient le point A(1,1, —1).

Exercice 2(8 pts):
1. Résoudre le systeme différentiel suivant :
2dx dy dz
x+2 vy z
2. Déterminer l'équation du graphe de la solution de 'EDP suivante:

+ %% ,2,9%
(x 0x yay_ z

passant par la courbe initiale (y) définie par:
Xo=-1, yo=5, 2y =+/s, s> 0.

Exercice 3 (6 pts): Soit n un entier naturel non nul. On considere 'EDP
d’ordre 2 suivante:

(n — 1)2632_u_ 0%u 2n—1a_u E

n yn gy (E)
1. Etudier selon les valeurs de Uentier n le type I'’équation (E).
2. Résoudre I'équation (E) pourn = 1.
3.Pourn = 2,enposant X = x + y' et Y = x — y1™", I"équation (E)
se rameéne a I'équation (F) suivante:
0%u
9Xoy

Résoudre I'équation (F) et en déduire les solutions de (E) en fonction de n.

Do iy
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Corrigé

Exercice 1(6pts):

Déterminons u: R} X R — R solution de 'EDP
au Ju
ax Yoy ay Xy

en utilisant le changement de variables suggéré [ s =x, t=xy ].

Ona

ou _ ou ds N Ju dt au u
9x _ dsox Totox os Yot
Ju O0Ouds Odudt u

Ju _Jugs ouot _ %% qpt
3y ~dsay Tacay Yar APV

(1 pt)

En remplagant dans l'équation on trouve

2

((’)u au) Ju

o5 T ot) TV
ou - ou (t)z ou t? (1p0)
xas_xy 5as  °\ s s p
D’otl
ou t? t?

La solution générale est
u(x,y) = —xy* +c(xy) (1pt)

ol c est une fonction d’une seule variable qui est au moins dérivable.
Déterminons une solution u dont le graphe contient le point A(1,1, —1).
Le graphe de u contient le point A(1,1, —1) & u(1,1) = —
Ona

ul,)=-1e-14+c(1)=-1<c¢(1)=0. (1pt)
Pour les fonctions c telles c(1) = 0, le graphe de u contient le point
A(1,1, —-1).
En voici deux exemples de telles solutions u:
Pour c(t) = sin(mt), alors u(x,y) = —xy? + sin(mxy).
Pourc(t) =t—1, u(x,y) = —xy? + xy — 1.

Pour les deux cas nous avons, c(1) = 0.
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Exercice 2(8 pts):
1. Résolvons le systéme différentiel suivant:

2dx dy dz

x+2 y oz
La premiére équation nous donne

j 2dx  (dy
x+2 )y
D’ou
In(x + 2)*> =In|Ay|, A€ R* (1pt)

et par suite

x +2)?

u =k. (0,5pt)

y

Une intégrale premiere est

x + 2)?

U(x,y,z)=%, x> =2, y>0. (0,5pt)

De la deuxieme équation, en procédant de la méme maniere, nous obtenons la deuxieme
intégrale premiere:

Z
V(x,y,Z)=§, y>0, z>0. (1pt)

Ces deux intégrales premiéres sont fonctionnellement indépendantes, en effet
2(x + 2) (x + 2)?

D(U,V) _ y y2 _ 2z(x + 2) 40
D(x,y) 0 _Z y?
2

dans un ouvert de R3, par exemple dansV = |—2, +oo[ X R} X R%.

Les solutions du systéme donné sont les courbes v, intersection des surfaces d’équations
Ulx,y,z) =aetV(x,y,z) =b. (0,5 pt)
2. Déterminons I'équation du graphe de la solution de 'EDP suivante:

c+ Ly
x 0x y(’)y -4
passant par la courbe initiale (y) définie par:
Xo=-1, yo=5, zo=+s, s=0.

Le systeme caractéristique associé a 'EDP est

dx dy dz
x+2 2y 2z

(0,5 pt)

qui est équivalent au systéme

2dx dy dz

x+2 y z

déja résolu.
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La solution de 'EDP est donnée implicitement par la formule
F(U(x,y,2),V(x,y,2)) =0 (0,5 pt)
ie.

2
F<M, E):O_ (O,Spt)
y y

D’otl

z_ ((x+ 2)2>
59 <—y (1 pt)

ol ¢ est une fonction d’une seule variable, de classe C* sur R.
Ainsi les solutions de 'EDP sont :

2 2
z(x,y) =y (?) (0,5 pt)

Déterminons la solution dont le graphe passe par la courbe (y) définie par
Xo=-1, yo=5, zo=+s, s=0.
Ona z(x,,y,) = zo dott z(—1,s) = +/s.

En portant dans 'expression de la fonction z nous obtenons

Vs = s (%) (0,5 pt)

D’otl

(5)-=7
(p s - \/E
Posonst = 1/s alors (1) = /1, (0,5 pt) et la solution cherchée est

2 2
z(x,y) =y (%)

(e +2)?

z(x,y) = (x + 2)\/;; x>-2,y>0. (0,5pt)
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Autre méthode: Introduisons un nouveau paramétre dans le systéme caractéristique.

dx dy dz
x+2 2y 2z

dt (1pt)

Il en découle

dx N
x+2:dt
dy Inx+2)=t+a
—=2dt =4y Iny=2t+b
Y Inz=2t+c¢
— = 2dt
x(t) = Aet — 2
=4 y@® =Be* (1pt)
z(t) = Ce?t

Déterminons les constantes A, B et C.

Pourt =00ona x=-1dou —-1=A—-2etA=1.
Onay(0) =sdouB =s.
De méme z(t) = /s donne C = +/s.

La solution de 'EDP dont le graphe passe par la courbe (y) est définie par

x=et-2
y=se*  (1pt)
7 = /se?t

Eliminons le paramétre s:
Ona et =x+2 dou

y = s(x + 2)?, z=+s(x+2)? (0,5 pt)

oD

= 2 =5=—2 = s =1,
y=skx+2) s (x +2)2 S x+2

En portant dans l'expression de z, nous obtenons

z =/s(x + 2)? =£(x+2)2

Le.

z(x,y) = (x + Z)ﬁ. (1 pt)
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Exercice 3 (6 pts):
Soit n un entier naturel non nul. On considere 'EDP d’ordre 2 suivante:

0%u 0%u g OU

(n—l)zﬁ—yzna—yz="y (E)

dy

1. Type I'équation (E). (3 x 0,5 pt) - Le discriminant de I'’équation est
A= 4(n — 1)%y?",

- Ainsi sin = 1, A= 0 est I'équation est parabolique.

-Sin>2ety # 0, A> 0 et l'équation est hyperbolique en dehors de I'axe des abscisses.

2. Pourn = 1 I'équation (E) s’écrit :

0’u _ ou
Voo
0*u ou 0 ( Ou
Yt :>@<y@> —0 (2x0,5pt)
D’ou
du

y@=C(x) (1) (0,5pt)

Ou C est une fonction d’une seule variable (ne dépendant que de x).

L’équation (1) peut-étre regardée comme étant une EDO d’ordre 1:
yd—u =C =>d—u = £=> du = £dy = u(x,y) =C(x)Inly| +K(x) (1pt)
dy dy 'y y
Ou K est une fonction d’une seule variable .
3.Pourn = 2,enposant X = x + y™et Y = x — y1™", I'"équation (E)
se rameéne a I'équation (F) suivante:

’u 0
0Xoy
Résolution de I'équation (F):
U o2 (6”)—0=>a“—A(Y) (1 pt)
axoy -~ _ax\ay) -~ oy AV WP
ou A est une fonction d’une seule variable ne dépendant que de y.
Ju
FAn AY)=ulX,Y)=BY)+DX) (0,5pt)

Avec B une primitive de A et D est une fonction de X. Les fonctions B et D sont de classe C?.
Les solutions u de I'équation (E) pour n = 2 sont données par:

u(x,y) =B(x—y"™ +D(x+y*™) (0,5pt)
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