Université de Tlemcen AU, 2021/2022
Faculté des sciences durée: 1h30
Département de mathématiques

Controle: Espaces normés et analyse hilbertienne

Exercice 1(;05 WA
Soient (E, Il.ll) = (C ({0, 1],R), ll-l) €t (Zn), une suite d’applications
définies par

T, : E—-R
:

§ = T,.(f)=n[ § (z)dz, n€N*
0

O™ 4 6 Ne (rf \\; 1/ Montrer que pour tout n € N*, T, appartient & E'.
I 9/ Calculer |Tn|| . n € N*
( (< 3/ Montrer que ¥ feE, lim To(f)=T(H =10 Endéduire que T est
continue puis calculer sa norme.
(b 4/Montrer que (E, |.||) est un espace de Banach.

Exercice 2 @) ?"5
Pour f dans 'espace C ([0,1]) & valeurs complexes on pose

1
\fll = !f(0)1+f0 \f ()] dt.

LAL 1/Montrer que ||.|| est une norme sur c([o,1)).
(_z 2/Soit F le sous espace des fonctions qui s’annulent en 0 et soit fo la fonction
constante égale & 1.
Calculer la distance de fo & F .
Q- 3/ Exdste t-il un élément f de F tel que || fo — fil = d(fo, F)?

Exercice § :LP\’B
Muni du produit scalaire donné par {(fig) = fol f{(z) g(z)dz, 'espace

H= {_f:[O,l}—*]R,/Q1 fi(z)dz < +oo}

est un espace de Hilbert.
Soit F le sous-espace vectoriel de H défini par :

F={fr[0.l} -»R,folf(m)amo}

Montrer que F est fermé.
Déterminer la projection de la fonction g: x — ze*® sur F.
En déduire la distance de la fonction g & F.
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