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Chapitre 1

Rappels de Topologie de R"

Le présent chapitre contient les principales notions, déja traitées en module de
Topologie, qui nous seront utiles en Analyse 4.

1.1 Normes

Définition 1.1.1 On appelle norme sur R" toute application
N:R"— R"
telle que
(1)) N(z)=0< 2 =0
(11) N(Az) = |A|N(z), Ve e R" VA e R
(111) N(x +y) < N(x) + N(y), Vx,y € R" (inégalité triangulaire)

On note parfois (et méme souvent) une norme par ||.||. La distance associée & une
norme est définie par : d(z,y) = N(z — y).

Exemple 1.1.2 En voici quelques exemples :

n
Lzl =)l
i=1

2. ||loo = sup |z
1<i<n

n
3. |zl = fo (norme euclidienne)
1=1
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Essayons pour n = 2 de déterminer la distance entre les points (1,0) et (0,1) en
utilisant les trois normes données précédemment. On aura :

0 dy ((17 0)7 (07 1)) :H(lu _1)H1 =2
O d2 ((1,0),(0,1)) =[|(1, =D)l2 = V2
0 d ((1,0),(0,1)) =[|(1, =1)[[oc = 1
On remarque que seule dy exprime la distance intuitive, c¢’est la distance euclidienne.
Proposition 1.1.3 Soit ||.|| une norme sur R™. On a Vx,y € R"
Nzl =llylll <llz =yl (1.1)
Démonstration : Il suffit d’écrire
[z]] =[lz —y +y| <[lz —yll+yl
d’otu
[zl =[lyll <[lz —yll
Puis échanger le role de x et y. Se souvenir que si a < b et —a < b alors |a| < b. =

Définition 1.1.4 (boule ouverte, boule fermée, ouvert, fermé)

(a) L’ensemble B(a,r) = {x € R" /|lz —a|| < r} s’appelle boule ouverte de centre
a et de rayon r.

(b) L’ensemble B(a,r) = {x € R" /|| — a|| <7} s’appelle boule fermée de centre a
et de rayon r.

(¢) Un sous-ensemble & C R" est dit ouvert si Va € € Ir > 0 tel que B(a,r) C 0.
(d) F C R" est dit fermé si son complémentaire R"\.% est ouvert.

Exemple 1.1.5 1. Boules dans R?

FIGURE 1.1 - B4((0,0),1) FIGURE 1.2 - B,((0,0),1)

FIGURE 1.3 — B5((0,0), 1)

2. P = {(z1,22) € R/ > 0} est un ouvert. (Avec n'importe quelle norme)

3. A =10,400[ x {0} n'est ni ouvert ni fermé.
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1.1.6 Normes équivalentes

Deux normes N et Ny sont dites équivalentes si et seulement si da, 5 > 0 tels que
Vo € R" on ait
alNy(z) < Ni(z) < fNy(z) (1.2)

Exemple 1.1.7 On peut aisément établir les inégalités suivantes

[zl <[l < nllflo

12lle <llzll2 < v/nllz]|o

Il est facile de remarquer que l'équivalence se traduit par des inclusions de boules
de méme centre (avec différents rayons) et ce pour les deux normes en question. Par
exemple, dans un carré on peut toujours inscrire un disque et vice-versa. Nous mon-
trerons plus loin que toutes les normes sur R” sont équivalentes. Ceci permettra, en
particulier, de ne pas faire grand cas de la norme quand on parlera de convergence de
suites, de continuité, etc...

1.2 Notion de compacité

Nous adopterons la définition suivante de la compacité, appelée propriété de Bolzano-
Weirestralk.

Définition 1.2.1 Un sous-ensemble K C R" (muni d’une norme donnée) est dit
compact si et seulement si "de toute suite on peut extraire une sous-suite convergente”.

Exemple 1.2.2 K = [-1,1] x [-1,1] x -+ x [=1,1] C R" est compact.

En effet, fixons la norme ||.||~. Aprés on pourra se passer de cette "restriction". Si
(2 )r>0 est une suite dans K, alors pour chaque indice ¢ = 1,2,--- ,n la suite (z; %)
est dans [—1, 1]. La compacité (propriété de Bolzano-Weirestraf) de [—1, 1] (se repor-
ter au cours d’Analyse 1) nous permet d’extraire de (z1 ), une sous-suite convergente
dans [—1,1], appelons-la (21 4, ())r- On considere alors la suite (29 4, (x))r. On procéde
de la méme facon. La deuxiéme extraction permet de dire que les deux premiéres com-
posantes (1,4, (g, (k) )k €6 (T2, (4,(k)))k SONE convergentes. On réitére ce procédé jusqu’a
la dernieére composante. Il faut opérer n extractions successives et "emboitées".

Nous terminons cette section par un théoréme de caractérisation des compacts dans
R", discuté en détail dans le cours de Topologie.

Théoréme 1 K est compact dans R"™ si et seulement si K est fermé et borné.
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1.3 Notion de continuité

Définition 1.3.1 Soit U un ouvert de R" et a € U. Alors f : U — R est continue
au point a si et seulement si :

lim f(z) = f(a).

T—a

Autrement dit
Ve>0 36. >0 Ve eU |z —al <d.=|f(z)— fla)|<ce (1.3)
La continwité de f sur U signifie qu’elle est continue en tout point de U.

Proposition 1.3.2 Les propriétés suivantes sont identiques au cas d’une variable en
énoncé et démonstration.

A- f est continue en a si et seulement si pour toute suite (x,,) convergente vers a,
la suite (f(x,,)) converge vers f(a).

B- Si f et g sont continues, alors f + g, f.g et f og le sont aussi. De plus f/g est
continue (en a) si g(a) # 0.

C- Si f est continue sur un compact, alors elle est bornée et elle atteint son maximum
et son minimum.

Démonstration : Nous donnerons la démonstration de la propriété C seulement car
les deux premiéres sont faciles a établir. La bornitude de f s’écrit comme suit

dM >0 telleque Vre K f(x)| <M

Faisons un raisonnement par l’absurde, et supposons que pour tout M > 0 il existe
zy € K tel que |f(xp)] > M. Prenons pour M un entier naturel j. Ainsi on dis-
pose maintenant d'une suite (x;) dans K qui vérifie que |f(z;)| > j, en particulier

lim |f(z;)] = +o00. La compacité de K nous donne la possibilité d’extraire une
J—+o0

sous-suite, qu’on appellera aussi (x;), qui converge vers une limite a appartenant a K
car ¢’est un fermé. Mais la continuité de f, par la propriété A, permet de dire que

.hfrn |f(z;)] = |f(a)], dou la contradiction. Montrons & présent que f atteint son
J—+0o0

maximum, pour le minimum c’est pareil. Rappelons la e-caractérisation de la borne

supérieure. Posons My = sup f(z). Alors on a
reK

Ve >0 dz.e K telque  My—e< f(z:) < M

Prenons pour ¢ une suite tendant vers 0, par exemple € = 1/2%. Cela nous donnera
une suite (zy) dans K telle que

lim f(a:k) = Mf

k—+00

La compacité de K nous permet d’extraire une sous-suite, notée aussi (xy), convergente
dans K vers une limite a. Par la continuité de f on a My = f(a). =
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Remarque 1.3.3 Dans beaucoup de situations la propriété A est utilisée dans le sens
négatif, c’est-a-dire pour montrer qu’une fonction n’est pas continue. Par exemple pour
la fonction

x? + y?
1 si (z,y)=1(0,0)
on peut considérer la suite (1/k,1/k), manifestement convergente vers (0,0), qui
donne f(1/k,1/k) = 1/2 -» 1, c’est-a-dire que cette fonction n'est pas continue en
(0,0).

Y .
flz,y) = { si (z,y) # (0,0)

Nous allons terminer ce chapitre par une application de ce qui précede.
Proposition 1.3.4 Toutes les normes sur R" sont équivalentes.

Démonstration : Il suffit de montrer qu’'une norme quelconque N est équivalente a
la norme ||| (par exemple). Soit {e;},;, la base canonique de R". Alors on a

N(z) =N <Z xz‘ez’) < Z |zi| N (e;) §||5'5HooZN(€z‘)

n

Autrement dit N(z) < b||x||o avec b = Z N(e;). Remarquons que b > 0 car sinon
i=1

on aurait Vi = 1,2,--- ,n N(e;) = 0 ce qui est absurde. L’utilisation de (1.1)) donne

[N(z) = N(@')| < Nz —2') < bz — 2|l

Cette derniere inégalité montre bien que N en tant qu’application est continue de
(R™, [|.]|oc) dans (R, |.|) car lipschitzienne. Considérons la "sphére" unité

K ={z € R"/Jjafloc = 1} = [~1,1]".

Nous avons déja montré que c’est un compact. Donc Ja € K tel que N(a) = mllr(l N(z).
re
x

2]l

Il est clair que N(a) # 0 car a est dans K. Soit maintenant = # 0. Alors € K

et donc N <|| || ) > N(a), ce qui donne par 'homogénéité de la norme
Llloo
N(x) > N(a)||z|~- cette inégalité reste vraie pour x = 0 et c’est I'inégalité qui nous

manquait pour I’équivalence. m
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Chapitre 2

Calcul différentiel dans R"

Nous allons donner d’abord les principales notions de "dérivation" d’une fonction
de R" — R. La norme utilisée désormais sera la norme euclidienne sauf mention
contraire.

2.1 Notions de différentiabilité

Définition 2.1.1 Soit U un ouvert de R". Une fonction f : U — R est dite diffé-
rentiable en un point a € U s’il existe une application linéaire de R" dans R, notée

df,, telle que
o flath) — (@) — diu(h)
IR0 |21

~0 (2.1)

L’application linéaire df, s’appelle différentielle de f au point a, ou bien application
linéaire tangente en a. La différentiabilité de f sur U signifie sa différentiabilité en tout
point de U. En notant la fraction précédente par (h), on peut réécrire (2.1) comme
suit :

fla+h) = f(a) + dfa(h)+[[h[le(h) (2:2)

ol ;lliné e(h) = 0. Rappelons que la linéarité de df, s’écrit ainsi
%

dfa(h) = dfa(hl, hg, ceey hn) = Mhi + Xoho+ -+ N\ b, = <)\, h>

ol les \; sont des constantes qui dépendent de a et (.,.) est le produit scalaire usuel
de R".

Exemple 2.1.2 Examinons un exemple simple. Déterminons la différentielle de
flz,y) = xy , définie sur R2, en un point (a,b). Il est facile de voir que

f(a+ hl,b—l— h2) = (a+ hl)(b+ hg) = CLb—|— bhl + Cth + hlhg

Deux candidats a la formule s'offrent aisément : df qp)(h1, h2) = bhy + ahy et
hih
6(h1,h2) = 1

|1 <1 alors |e(h h)|<ix/|hh\ ut assure que lime(h) =0
s 2 pils g Vil ERE

s1 on choisit de travailler avec la norme euclidienne. Comme

11
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Définition 2.1.3 (Dérivation dans le sens d’un vecteur)
Soit f:U — R eta € U. Fixons un vecteur v dans R". On appelle dérivée de f au
point a dans le sens du vecteur v la limite suivante, si elle existe,

o flat i) = f(@)
t—0 t

= (Duf)(a) (2.3)

(remarquez que t est un réel).

Exemple 2.1.4 Ezaminons le cas de f(z,y) = 2* —y* aveca = (1, —1) etv = (1,1).
On a
fA+t,—1+t) =1+t = (=1+t)*=4t et fla)=0
d’ot (D, f)(a) = 4.
Définition 2.1.5 (Dérivation partielle)

Soit e; = (0,0,...,0,1,0,...,0) le jéme vecteur de la base canonique de R™. On
appelle dérivée partielle de f par rapport a x; la dérivée de f dans le sens du vecteur

€j 1€,
of B . flay,.. a5+t a,) — fa)
8_a:j(a) = (De; f)(a) = lim ; (2.4)
On appelle gradient de f le vecteur défine par
of
(1)
of
(V@) = (erad (@) = | O
of
\ ox,, )
Les deux notations sont consacrées. Le symbole V se lit "nabla".
Exemple 2.1.6 Considérons f(x,y,z) = xy + xz + yz. Alors
g—ﬁ(fc,y,?:) =y+z , g—g(x,y,Z) =r+z , g—ﬁ(fc,y%) =Tty
.- . e . . of
Proposition 2.1.7 Si f est différentiable au point a, alors Vj =1,...,n; a—(a)
T
existe, de plus !
a 0
Ga(h) = 3" 5 (@) = (b, V() (25)

Démonstration : On a par hypothese

fla+h) = fla)+ ) Ah;+|hlle(h)
j=1
dfa(h)
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Prenons alors h = te;, alors

fla+te;) = f(a) +tA; + |t]e(te;)
Et d’aprés (2.4) on aura ﬁ( )=2;. =
Ox;

Remarque 2.1.8 La réciproque est en général fausse. FExaminons ['exemple suivant :

2 st (x, 0,0
oy = g (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

of
o

Il est facile de voir que g(0,0) =0=
T

forcément df o y(h) = 0. Or

f(hla h2) - f(07 O) - df(o,O)(h) _ hihy
17| hi + I3

0). Si f était différentiable, on aurait

ne tend manifestement pas vers 0 quand h tend vers (0,0), elle n’a d’ailleurs pas de
limate.

Proposition 2.1.9 Si [ est différentiable en a, alors elle est continue en ce point.
De plus elle est dérivable dans le sens de nimporte quel vecteur v et on a

(Dof) (a) = (V) (a),v)

Démonstration : La différentiabilité en a s’écrit

fla+h) = fla) +((Vf)(a), h) +|[h]le(n)

Ce qui donne aisément ]llm(l) f(a+h) = f(a). Pour la deuxiéme affirmation, il suffit de
%

prendre h =tv. m

Dans la remarque précédente nous avons vu que l'existence des dérivées partielles
premiéres n’implique pas en général la différentiabilité. Dans le prochain théoréme,
nous allons rajouter I’hypothése de continuité de ces dérivées partielles afin d’obtenir
la différentiabilité.

0
Théoréme 2 Si toutes les dérivées partielles —f(x) existent dans un voisinage de a

et sont continues en a, alors f est différentiable au point a.
n

Démonstration : Dans cette démonstration, on utilisera la norme ||z||; = g | ;]
. i=1
pour sa commodité. Posons

9@ Z xl@a:j
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Nous allons montrer que g(x+h) —g(a) =||h|[1e(h), c’est-a-dire que g est différentiable
en a de différentielle nulle, ce qui donnera le résultat escompté pour f. On a d’abord

dg
a—xj(fﬁ) axj() 89@']()

La continuité des dérivées partielles prise comme hypothése peut s’exprimer ainsi :

. 0
Ve >0 da.>0 VzeB(a,a.) Vj=1,....n ag()|§5.
Ly

Posons

yo = (ay,a9,...,a,) =a

N = (xl,CLQ, < ‘7an)

Yo = (a’;lvxZ; as, ... 7an)

Yn = (T1,22,...,2,) =
Définissons n fonctions auxiliaires d’une variable par

gy - [ak,xk] — R
t —  gr(t) =gz, w9, .. Tp1, b, Apr1, - - -, Q)

L’intervalle de définition peut tout aussi étre [z, ax]. Remarquer que g1 (t) = g(t, as, . . .,
et gn(t) = g(x1, 29, ..., 2,_1,t). D'apreés les données, les fonctions gy vérifient les hy-
pothéses du théoréme classique des accroissements finis (& une variable). Donc on peut
écrire

/ dg
ge(zr) — gr(ar) = (21 — ar)gi(cr) = (vp — ak)a k(l”h L9+ v vy Tho1y Chy A1, - - - 5 Q)

— |gr(zr) — gr(ar)| < elzr — axl

On a par ailleurs gx(zx) = g(yx) et gr(ar) = g(yg_1). De 1a
g(x) = g(a) = g(yn) — 9(%0) Zg ve) — 9(yk-1)

= [9(z) = g(a)] < ellz — allx

ou encore

l9(a+h) —g(a)] <el[hllx

c’est-a-dire
lim gla+h)—gla) _ 0
(= LR

an)
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2.2 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Les dérivées partielles premiéres —— sont a leur tour des fonctions de R" dans R,

ij

2
susceptibles d’étre dérivables. Leurs dérivées partielles, notées 0 <ﬂ> = oF :
8$i 81']' (9%281']
s’appellent dérivées partielles secondes, et ainsi de suite. Une question naturelle se pose

o0 f B o0 f
8:1:i(9xj N 856381'2
l'ordre 2 la réponse est non en général (voir exercice 4 de la série de T.D N°2). Mais
avec la dérivabilité a l'ordre 2 et la continuité de ces dérivées deuxiémes la réponse
est oui, c’est le théoréme de Hermann Schwarz (1843-1921). On dira qu’'une fonction
est de classe C? si elle admet des dérivées partielles continues jusqu’a ’ordre p inclu.

pour ¢ # j 7 Avec seulement la dérivabilité a

alors : peut-on avoir

Sans le théoréme de Schwarz, le nombre de dérivées d’ordre p est n”. Avec le théoréme
(n+p—1)!
pl(n —1)!
le théoréeme de Schwarz pour des fonctions de deux variables, cela suffit pour le cas

. Nous allons énoncer et démontrer

de Schwarz, ce nombre se réduit a

général.

Théoréme 3 (de Schwarz)

2 2
Soit U un ouwvert de R?>, a € U et f : U — R telle que aax—gy(x,y) et %(w,y)

existent dans U et soient continues au point a. Alors
0 f o0 f
(a) = (a)
0x 0y Oyox
Démonstration : Soit h = (hq, hy) de norme petite. Posons

A(h) = f(a1 + h1,a2 + ha) — f(a1 + hi, a2) — f(ai, as + he) + f(ai, az)

Considérons la fonction d’une variable o(t) = f(t, as + he) — f(t, az). Alors par appli-
cation du théoréme des accroissements finis on a

A(h) = p(a; + hy) — o(a1) = ' (a1 + 01hy), avec 0< 6 <1

et
0 0
gp’(al + 91h1) = a—i(al + 91}11, a9 + hg) — a—i(al + (91h1, ag)

On peut appliquer encore une fois le théoréme des accroissements finis pour la deuxiéme
variable de la fonction 8—];(@1 + 01hq,.). Cela donne

92
Oyox

On considére ensuite la fonction ¢ (t) = f(a; + hi1,t) — f(a1,t) et on refait le méme
travail. On obtient

A(h) = hiho (CL1 + (91h1, as + QQhQ), avec 0< 0y <1

2

A(R) = hyhy=2

axay (a1 + (9~1h1, a9 + éghg)
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et donc
o 01h Ooh o

On fait tendre alors h vers 0 et la continuité permet de conclure. m

(a1 + élhl, a9 + éghg)

Exemple 2.2.1 Considérons la fonction
o . T,
y°sin(—) st y#0
f(z,y) = yoo
0 st y=20
Il est facile de voir que f est continue partout. Calculons les dérivées partielles pre-

maieres.

%(m,y} _ { ycos(g) si y#0

0 si y=20

. X X .
g(m,y) _ { 2y sm(;) 0— :z:cos(;) sz' y ;ég
sioy =

Le calcul des dérivées premiéres en (x,0) se fait en appliquant la définition (voir

(2.4)). Toujours selon la définition on a

0 0
O'f (0,0) = lim 3_§(t’0> _ 8_5(070) =0
Oxdy " t—0 t
et of of
7/ (0,0) = lim 00”500
0yox =0 t
D’autre part
o2 f .,

(x,y) = cos(g) + ” sin(g) siy#0

Il est évident que

n'est pas continue en (0,0) puisqu’elle n’a méme pas de li-

mite en ce point. Il n’est pas nécessaire d’examiner 'autre dérivée mixzte. Ceci montre
[importance du théoréeme de Schwarz.
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2.3 Formules de Taylor

Nous allons commencer par une formule de dérivation trés utile.

Proposition 2.3.1 Soit f : U — R différentiable et p : I — U une application
d’une variable t continiment dérivable sur un intervalle ouvert réel 1

p(t) = (p1(t), pa(t), ..., onl(t))
Posons ¢(t) = f(p(t)). Alors

UCED D SO0 20

Démonstration : La formule de Taylor-Lagrange appliquée a l’ordre 1 pour chaque
@; permet d’écrire pour ¢ fixé

et +7) =)+ 71 (t) + 70(T)
ou lim 6;(7) = 0. Maintenant la différentiabilité de f donne

70
$lt+7) = 60+ (T1) (90,79 6) + T07) +Irg! ()4 70U e (' () + 707)
puis
D =80 _ (95) (pt1)) 1) + ) + T ) 4 8l (i 0) + 74(7)

En passant a la limite quand 7 tend vers 0, on obtient la formule annoncée. =
Maintenant on est en mesure de donner les formules de Taylor avec reste de Lagrange
et avec reste intégral.

Théoréme 4 (Formule de Taylor avec reste de Lagrange)
Soit U C R™ un owvert et f : U — R une application de classe CP*1. Alors, pour h
de norme petite, on a

0" f(z)
floth) = Zkﬂ( Z i - Zk@xz...(?a:ik>+

11,00yt =1

1 i " OPtLf(xz + 6h)

h; 2.7
i 8:5'@-1 ce 89%“ < )

avec 0 < 0 < 1.

Démonstration : Définissons une fonction d’une variable t par n(t) = f(x + th).
Pour ||| petite, on peut prendre ¢ dans [0, 1]. On écrit tout simplement la formule de
Taylor avec reste de Lagrange a 'ordre p pour la fonction 7 :

LN p+1
77(15) _ Z n k'(o)tk + (pt_i_—l) (p+1) (Ht)
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La formule annoncée s’obtient en posant ¢ = 1. Reste a évaluer les dérivées de n. On
utilise la formule (2.6)) :

iaf( )

Z hih 8:1923% (x4 h)

1,5=1

ok f
h’L . . Z - -
Z ' "0z, ... Oy, (z+th)

Il suffit de prendre ¢ = 0 quand £ = 0,1,...,p, puis £ = € pour kK = p + 1 dans les
expressions précédentes. m

Théoréme 5 (Formule de Taylor avec reste intégral)
Sous les mémes hypothéses que le théoréeme précédent, on a

"1 - o
flz+h)= ZH ( > by "hi’f—axil ﬂggfg) +

n 1 1
Lo S hh__,hml/o(1_§)pap+ F@HEh) o o)

8xi1 ce (9xip+1

La démonstration est pareille que la précédente en ce sens qu’elle utilise la formule de
Taylor avec reste intégral pour la fonction d’une variable n(.). A titre indicatif, nous
allons écrire la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 2 pour des fonctions de deux et
trois variables. Pour le casn =2,p =2, on a

of (z, of (z,
Fla+hi,y + ho) = f(a,9) + I fg;y) + hy fgzy)+
1 28 f(:E,y) an(xay) 282f($,y)
+ 2 {hl 81‘2 + 2h1h2 8x6y + h2 8y2 + RLag(h) <29)
avec
o 1 383f($ + th Yy + th) 9 83f($ + (ghl, Yy + 0h2)
Riag(h) =5 {h 0P - 3hihs 0720y *
O3 f(x + Ohy,y + Ohs) O3 f(x + Ohy,y + Ohs)
2 ) 3 ’

Notez que nous avons utilisé le théoréme de Schwarz. Notez aussi que la bornitude des
dérivées troisiémes implique que |Rrq,(h)| < M||h|]*.
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Pour n = 3,p = 2, on aura

0 0 0
fx+hi,y+he,z+hs) = f(z,y,2)+ hl—f(x’ y:2) + hz—f(x’ y,2) + hg—f(x’ Y, 2)

1 Qan(x,y,Z) an($7y7Z) Qazf(xayaz)
3 {hl Ox? 0y? h 022 i

h2
2 T ha

2 2 2
0" f(z,y, 2) +2h1h38 f(z,y,2) N 2h2h38 flz,y,2)

2hahs 0xdy 0x0z 0yoz

}+Rm<h> (2.10)

On peut condenser les écritures précédentes en introduisant la notion de hessienne.

Définition 2.3.2 On appelle hessienne la matrice des dérivées secondes définie par

(°f &F P
dzx?  Ox107T9 0x10z,,
I B o f *f o o f
€351 = Ozr20x1 O3 0x50z,
O*f o f N O f
\ 02,0x1 01,0T9 ox2 }

Remarquons que grace au théoréme de Schwarz la matrice hessienne est symétrique
(par rapport a sa diagonale principale). On peut réécrire a présent la formule de Taylor-
Lagrange a l’ordre 2 pour n quelconque d’ailleurs ainsi :

Fe+h) = f(2)+ (Vf(x), h) + % (Hess (x)h h) + Rug(h)  (2.11)

2.4 Différentiabilité de fonctions vectorielles

On entend par fonction vectorielle, une fonction a valeurs dans R? i.e,

f: R" — R”

r — f(x)=

Définition 2.4.1 Une fonction f : U — RP est dite différentiable en a € U s’il
existe une application linéaire, notée df, : R" — RP, telle que

m |f(a+h)— f(a) —dfa(h)||re
0 e =0 (2.12)
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On omettra les indices dans les normes quand il n’y a pas de confusion. On pourra
écrire aussi la différentiabilité comme suit :

fla+h) = fa) + dfa(h)+[[R]le(h) (2.13)
ou (.) est une fonction vectorielle telle que |}Li||m0]|6(h)|\ = 0.
—

La linéarité de df, s’exprime par (se référer au cours d’Algebre Linéaire)

(0h(@) 0@ Oh() )

A I O O ON
df.(h) = Y =| 01 Oz T Omy ’ (2.14)
OH@ )| o e @ |\ M
0xy oxry Oz, /

La matrice p X n précédente représentant df, s’appelle jacobienne de f en a. Elle est
aussi notée

8fl a
Jf(a): ( 8()) (2.15)
i Ji<i<p,1<j<n
Exemple 2.4.2 Si f(z,y,2) = ( Y 2?; v ) alors

y+z r+z x+y
Yz Tz Ty

It = (

La différentielle (et par "ricochet" la jacobienne Jy) est linéaire par rapport a f i.e,
d(Af + pg) = Mdf + pdg (ou bien Jyrq 9 = A5+ pdy). Ceci est le résultat évident de
la linéarité de la dérivation partielle. On donne maintenant la régle, tout aussi utile,
de la dérivation des fonctions composées.

Proposition 2.4.3 (Dérivation des fonctions composées)
Soient f : R" — RP et g : R?P — R différentiables. Alors

d(go f)a = dgga) o dfa ou bien  Jyop(a) = Jy(f(a)).J¢(a) (2.16)

Pour ne pas se tromper dans la multiplication des matrices jacobiennes, il faut se
rappeler qu’on multiplie une matrice ¢ x p (qui doit étre écrite a gauche) par une
matrice p X n (écrite & droite) pour obtenir une matrice ¢ X n.
Démonstration : Posons y = f(x) et z = g(y) pour distinguer les variables et les
valeurs des deux fonctions. Alors pour 1 <i<getl1<j<n

8(96;]0)1. = 8ijgi(fl($)af2($)), e f@) =Y 39@((9];](53)) 3?33(:)

k=1

ol nous avons fait usage de (2.6)). C’est exactement la formule annoncée. m
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2.5 Inversion locale

Nous allons présenter une généralisation d’un résultat abordé en premiere année
(Analyse 1), celui de 'inversibilité locale de fonctions C*. En effet, si pour une fonction

d’une variable de classe C! on a ¢'(a) # 0 alors elle est bijective d’un voisinage de a
1

vers un voisinage de ¢(a). De plus la réciproque est de classe Cl et (¢™1) = ——
Y op

La condition ¢'(a) # 0 sera généralisée par I'inversibilité de la différentielle. L’outil
essentielle dans la démonstration qui suivra est celui du théoréme du point fixe de
Banach. On peut I’énoncer dans le cas particulier de R". Soit T" : F — F une

application contractante d’un fermé F dans lui méme i.e,
dpe[0,1]  telque Vz,2'e F  ||T(x) —T()| < pllz — 2|

Alors T admet dans F un point fixe unique, c’est-a-dire il existe un unique point
r, € F tel que T(x,) = x,. Ce résultat a été largement discuté dans le cours de
Topologie.

Théoréme 6 Soit U un ouvert de R" et soit f: U — R" une application de classe
C'. Si en un point a de U la différentielle df, est inversible (det (J¢(a) #0) ), alors
il existe V, un voisinage de a et Wy, un voisinage de f(a) tels que f: Vo — Wy,
est bijective. L’ application réciproque f~' est aussi de classe C1, de plus

(df ) iy = (df.)~
pour tout x € V.

Démonstration : Notons d’abord que dans ce théoréme la jacobienne est une matrice
carrée n X n. C’est pourquoi son inversibilité a un sens et se vérifie par le fait que son
déterminant est non nul. Notons par M, (R) l'espace vectoriel des matrices réelles
d’ordre n qui est de dimension n?. Etant de dimension finie, toutes les normes qu’on
peut y définir sont équivalentes. Nous allons travailler ici avec la norme d’opérateur

définie par
A
vAe MUR),  [A] = sup A2
car elle vérifie
vVee R", | Az| <[JA]l [J=]

Nous avons utilisé la méme notation pour la norme d’'une matrice et d’un vecteur, mais
il n’y a pas de confusion possible. Selon les hypothéses, on a pour la différentiabilité
en a

Va >0, 301 >0, |z—a|| <& = ||f(x)— f(a)—dfs(x—a)| <allx—al (2.17)
et pour la continuité des dérivées partielles premiéres

Ya>0, 30 >0, |z—a| <& = ||Ji(z)—Js(a)]| < a (2.18)
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On écrira indifféeremment df, ou Jy(a). Considérons d3 = min(dy,d2) afin que les
deux inégalités précédentes soit vérifiées dans la méme boule fermée de centre a. Pour
montrer la bijection, nous allons montrer que pour y fixé proche de f(a), il existe un
unique z proche de a tel que y = f(x). Définissons la fonction

gy(2) = &+ [Jr(@)] " (y — f(x))
Si[ly — f(a)|l < B, alors de

lgy() = all =1 r(@)] " {y = f(a) = (f(z) = f(a) = Jp(a)(x — a))}|
on déduit que

lg(x) = all <|| [Tp(@)] | (8 + ads) < b

avec un choix adéquat des parametres libres a et 8. Par exemple o < —————
[T (a)] ]
1

6 < o3 (W — oz) . Cette derniére inégalité affirme que la fonction (manifes-
f a

tement continue) g, envoie la boule fermée B(a, d3) dans elle méme. Montrons qu’on
peut affiner le choix des parameétres pour qu’elle soit contractante. En effet

gy(2) = gy(a') = & — 2’ + [Jp(a)] " (f(a') = f(2))

peut-étre arrangée comme suit

9,(@)~9,(") = UH(@) " {(F @) — f(2) — Jy(@)(@ — 2)) + (Jp(2) — Jy(a)) (&' — 2)}
et donc
lgy() = g, ()| < 20| [Jr(a)] ' |l[|lz — 2|
On n’a plus qu’a exiger en outre que
1
2|[ [J(@)] |

D’aprés le théoréme du point fixe de Banach, il existe un unique z, € B(a, d3) tel que
gy(z.) = 2. = y = f(x.) ie, [ est bijective de B(a,d3) vers B(f(a), ). Notons
f~1 sa fonction réciproque. Prenons y = f(a) dans la définition de g, et deux points
quelconques x, 2" dans B(a, 63). Alors

v =" = gsa)() = g1 (@) + [Js(@)] 7 (f(z) = f(2))

p=2a|[Ji(@)] | <1=a<

et donc
lz = 2|l < pllz = 2/||[+1| [Tp()] ' NI f () = f(2)]
[J¢(a)]

1 < 1] ,
— o -] < O ) - gy
— 177 - ) < AL

/
- ly — /|l
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Ceci assure la continuité de f~!. Reste & montrer sa différentiabilité.
(@)
1—p
I’exercice 3 de la série de T.D.N°1, pour montrer que le choix précédent de av permet
de dire que pour tout z € B(a,d3) la jacobienne Jy(z) est inversible car elle est
suffisamment proche de Jy(a). Fixons y = f(z) dans B(f(a), 3). Prenons w de norme
petite pour que y + w € B(f(a),B) et posons h = f Yy + w) — f(y). Alors

|h]| < vl|w]|. Aussi y +w = f(z + h). D’ou

F 7y +w) = 7 y) = (Jp(@) " (w) = h = (Jy(2)) " (w)
=—(Jr(@) " (flz +h) = f(2) = (Jp(2))(h)

Notons v = . Rappelons qu’on peut s’inspirer des idées développées dans

On sait que
1f(z+h) = flx) = (Jp(@)) ()| =[[Alllle(h)]

avec lim |le(h)]| = 0. De la
[[2[|—=0

1~y +w) = £ ) = (Jp(@) " w)l| < Al Tp(@) " lwlllle ()]
Ceci montre bien que f~! est différentiable en y avec (df '), = (Jy(x))™!. =

Exemple 2.5.1 Considérons la fonction

iy, 19) = ( T1 + T )

X1T2

qui est C*°(IR?). Il est facile de calculer sa jacobienne

1 1
Jy(z1,22) = (xz JJ1>

et det(Jp(x1,22)) = 1 — 9. Si on se met au voisinage d’un point a = (ay,as) avec
a; —a

a1 # as, par exemple une boule euclidienne de centre a et de rayon r < % qui

est la distance euclidienne de a a la droite A d’équation x1 — xo = 0, alors [ y est

bijective. Contrairement au cas général ou les calculs explicites sont tres rares, on peut
dans ce cas particulier pousser les calculs un peu plus loin. Par exemple siyy = x1+x2
et Yo = x1x2, alors au voisinage de a avec a; > Ao, ON AUTG

x1:y1+\/y%—4y2 oy =V — Ay
2

2

et

Y1+ yi — 4y 1
I ’ / Ty —1x2 \ —22 1 Yy —dys | —1 + yi — 4o 1
2
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2.6 Théoréme des fonctions implicites

La question abordée dans la section précédente concerne la résolution de I’équation
f(x) = y. Clest en réalité un systéme de n équations a n inconnues i.e,

P

fl(xlax% S ,an) =U
< f2(x17x27 v 73771) = Y2
fn(xlvx% <o 7xn) = Yn

\

Nous allons dans cette section examiner des systémes de p équations a n indéterminées
avec p < n l.e,

(

fl(xlvx%"-axn) |
< f2($17x27"'7xn) = Yo
L fp(xl,xg,...,xn) :yp

Il est clair qu’il faudra choisir parmi les n variables x;, p variables par rapport aux-
quelles il sera possible de résoudre, le reste seront considérées comme parameétres. La
condition d’existence et d’unicité de la solution, comme on peut s’y attendre, est celle
donnée dans la section précédente a savoir 'inversibilité de la sous-jacobienne p X p
formées avec les dérivées des f; par rapports aux variables choisies. Pour énoncer le
résultat suivant, nous allons privilégier les variables 1, o, ..., ).

Théoréme 7 Identifions d’abord R" a RP x R"P. Soit f : RP x R"? — R? de
classe C1 et a = (a',a") € RP x R"™P avec b = f(d,a"). Supposons que la matrice

carrée
g — <afi(a)>
3 ;) 1<ij<p

soit inversible. Alors il existe U C RP woisinage de o', V- C R" P wvoisinage de a” et
W C R? wvoisinage de b, et une fonction ¢ : V. x W — U, tels que

Va'eV,VyeWw z' = (2", y)

est l'unique solution du systeme f(x',2") =y ; autrement dit f(o(z",y),z")

dit alors que ' = (2", y) est une fonction implicite définie par le systéme f(x

y. On
) =y.

Démonstration : Il est d’abord clair, d’aprés les notations, que x = (z/,z"), c’est-
a-dire 2’ = (21, 29,...,2p) et 2" = (Tp+1, Tpyo, ..., T,). Pour la démonstration, on se
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ramene au théoréeme de I'inversion locale en complétant le systéme de la facon suivante :

( f1(371,9327---733n) =
fQ(xlnyW"axn) = Y2

< fp(xh Xo, ... 7xn) = Up
Lp+1 = Zp+1
Tp+2 = Zp+2

\ Tp = Zn

Les membres de gauche définissent une fonction f : R — R™ de classe C'. Sa
jacobienne s’écrit (triangulaire par blocs)

<5fz' > <8fz' )
J: = 8% 1<i,j<p &cj 1<i<p, p+1<j<n

0 I

n—p,n—p

On a noté par I,,_, ,—, la matrice identité (n —p) x (n — p). 1l est facile de voir que
det(J f) = det(J]f ), et donc le théoréme de I'inversion locale s’applique. La réciproque

f~! existe dans un voisinage de (y, 2) et (2, 2") = f~(y, 2). La fonction ¢ est formée
des p premiéres composantes. Remarquez aussi que z = 2”. =

Exemple 2.6.1 Considérons l'équation 2% + y*> + 2*> = 1 de la sphére euclidienne de
centre (0,0,0) et de rayon 1. Plagons-nous par exemple au voisinage du "péle nord"
(0,0,1). C’est une équation a trois inconnues i.e, f(x,y,2z) = 2> +y>+22=1. On

0 £(0.0,1) = 1 o 200D

(0,0,1), z est une fonction de (x,y). Dans ce cas particulier on peut méme expliciter

cette fonction : z = @(x,y) = /1 — 2% — y?. Remarquons qu’au voisinage du méme
point x (ou bien y) n’est pas fonction de (y,z). En effet, il existe deux solutions v =

++/1 — y? — 22 qui sont toutes les deux possibles, ce qui exclut la bijection (I'unicité de
af(()? 07 ]‘)
Ox

= 22 |(00,1) = 2 # 0. Donc dans un petit voisinage de

la solution). On peut aussi le vérifier par =22 |(0,0,1) = 0, non inversibilité

de la sous-jacobienne.

Exemple 2.6.2 Regardons le systéme

{fl(x,y,2)= 2 —yf+ 27 =1
f2(x7y72) - LYz =1

au voisinage du point (1,1,1) qui est solution particuliére. La jacobienne est

20 =2y 2z
Jf@s,y,z):( y )

yz Tz Ty
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Si on privilégie les variables (x,y), il faut considérer la sous-jacobienne

gl 20 —2y
(z.y) Yz xz

dont le déterminant est det(J(]; ) = 22(2? + y*) = 4 au point (1,1,1). Donc au

voisinage de ce point, x et y sont fonctions de z i.e,

T = p1(2) 5 Y = pa(2)

On laisse au lecteur la tache (un peu lourde!) de calculer les expressions de ces deux
fonctions.

2.7 Extremums locaux

Dans ce qui suit nous allons examiner la question des maximums et minimums
(extremums) locaux de fonctions de R" — R. Pour une variable (n = 1), il est
bien connu que si f est C! et admet un extremum en x = a, alors f'(a) = 0. La
réciproque est en général fausse, a savoir si a est un point critique (f'(a) = 0) alors
on n’a pas forcément un extremum. Voir par exemple f(z) = 23 qui n’a ni maximum,
ni minimum en x = 0. Ce point s’appelle un point col (ou parfois point plat). Si le
point critique n’est pas dégénéré (f”(a) # 0), alors dans ce cas on aura un maximum
(respect. minimum) si f”(a) < 0 (respect. f”(a) > 0). Ce sont ces résultats que nous
allons généraliser a R".

Définition 2.7.1 Soit f : R" — R. On dit qu’elle admet un maximum local au
point a, sl existe V, un voisinage de a tel que

Ve eV, f(z) < f(a)

Un mazximum est dit strict si en plus on aVr € V,\ {a} f(x) < f(a).
Pour un minimum on a

VeeVe  f(z) = fla)

Et pour le minimum strict, [inégalité est stricte pour x # a.

Proposition 2.7.2 Si f admet en a un extremum alors (Vf)(a) = 0, ou encore

vi=12...n @ _g
8.TZ'

Démonstration : Une maniére simple de le prouver est de se ramener & une variable.
En effet, si on pose ¢(t) = f(a1,...,a;-1,a; +t,a;41,...,a,), alors ¢ admet en 0 un
extremum, d’ott ¢’'(0) = 0. C’est le résultat escompté. m

Définition 2.7.3 Si (Vf)(a) = 0, on dit que a est un point critique, et qu’il est
non dégénéré si det(Hess¢(a)) # 0.

La précédente proposition dit en particulier qu’il faut chercher les extremums parmi
les points critiques.
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Quelques rappels d’algebre linéaire

Une matrice carrée A = (a;;)7;—; est dite symétrique si Vi, j =1,...,n  a; = aj;.
On a alors Vz,y € R" (Ax,y) = (x, Ay). Une matrice carrée A est dite positive si
Ve e R" (Ax,z) > 0, et elle est dite définie positive si elle est déja positive avec en
plus (Az,z) =0 =2 = 0.

Une matrice A symétrique est diagonalisable dans une base orthogonale i.e,

3P telle que P'P=PP' =] et A=PDP

ou P! désigne la matrice transposée de P. La condition sur P exprime le caractére
orthogonal. La matrice D est diagonale

MO ... 0
0 Ay ... 0
D: . . . .
0 0 ... A\

ot les \; sont les valeurs propres de A. La positivité de A est équivalente & la positivité
des valeurs propres. La définie positivité est, elle, équivalente a la stricte positivité des
valeurs propres. On peut montrer, sans grande difficulté, que I'encadrement suivant a
lieu

Mllzl® < (Az, z) < Aol (2.19)

si A1 < A < --- <\, Vérifier qu'une matrice symétrique est définie positive a l'aide
de la définition ou bien grace aux valeurs propres peut s’avérer une tache tres difficile.
C’est pourquoi le critére suivant est de loin le plus pratique pour cette vérification.
Donnons avant, la définition des mineurs principaux d’une matrice. On appelle mineurs

n les déterminants suivants :

principaux d’une matrice A = (a;;);;_
411 a1 aip aiz2 aig
11 a1
Al = alq , AQ — det , Ag = det 21 A922 a923 yoee ey An = det(A)
a2 a2
azy ag2 ass
Critére de définie positivité : une matrice symétrique A est définie positive si et seule-
ment si tous ses mineurs principaux sont strictement positifs.

4 -1 3 0

-1 2 -11 o .
Exemple : A = s 1 5 0 est définie positive car

0o 1 0 1

Ar=4,Ay=7, A3=19, Ay =8

Enfin une matrice symétrique est négative (resp. définie négative) si —A est positive
(resp. définie positive). Elle est non définie si elle n’est ni positive ni négative i.e, elle
admet des valeurs propres positives et négatives.
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Théoréme 8 Soit f : R" — R de classe C? et a un point critique. Alors

1. Si f admet en a un minimum local, alors la matrice hessienne Hessg(a) est
positive.

2. St f admet en a un maximum local, alors la matrice hessienne Hessy(a) est
négative

Inversement, en supposant de plus qu’il est non dégénéré,
1. Si Hess¢(a) est définie positive, alors f admet en a un minimum strict.
2. Si Hessf(a) est définie négative, alors f admet en a un maximum strict.
Si la hessienne est non définie, on dit que a est un col.

Démonstration : Tout est basé sur la formule de Taylor-Young
1
fla+h) = fla) + (h, (Vf)(a)) + 5 (Hessg(a).h, ) +|A[* e(h)

Comme a est un point critique, alors en prenant h = t.u, avec u un vecteur unitaire
(Jul = 1), 1
fla+tu) — f(a) = t* <§ (Hess¢(a).u,u) + 5(t.u))

Faisons la démonstration pour un minimum. Pour |¢| petite, on a f(a+tu)— f(a) > 0,

1
donc 5 (Hess¢(a).u,u) + e(t.u) > 0. En faisant tendre ¢ vers 0 on aura la positivité
§
I€]]

Inversement, si la hessienne est définie positive, alors sa plus petite valeur propre est
strictement positive, Ay > 0. En utilisant (2.19)) on aura

de la hessienne (& partir de u on revient a n’importe quel vecteur en posant u =

) = fla) ZbIE (30 + =)

1
D’o le résultat en prenant ||h|| suffisamment petite pour que 5)\1 +e(h)>0. =

Exemple 2.7.4 Soit f(x,y) = x* +y*. Alors

Vi(z,y) = (gay?) et  Hessy(z,y) = (g g)

Iy a un seul point critique (0,0) et il est non dégénéré puisque partout det(Hessy) =
4 # 0. Aussi la hessienne est définie positive. Donc en (0,0) il y a un minimum strict
(ce qui est par ailleurs facilement détectable.)

Voici une illustration par le dessin du graphe dans un voisinage de (0, 0)
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Graphe de x?+y?

50

[ 20

- 10

Exemple 2.7.5 Soit g(z,y) = x> — y*. Alors

Vo(z,y) = ( f;y) et Hess,(v,y) = <g _02>

Il 'y a un seul point critique (0,0) et il est non dégénéré puisque partout det(Hess,) =
—4 # 0. Dans ce cas la hessienne est non définie. Donc en (0,0) il y a un point "col”

ou bien "selle”.

Voici le graphe dans un voisinage de (0, 0).

Graphe de x2-y?

-2

0
AX@ dEs e

2 -4

On voit que suivant un certain chemin sur cette surface (0,0,0) apparait comme un
maximum, et suivant un autre chemin, il apparait comme un minimum.
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2.8 Extrema liés

Dans cette derniére section nous allons présenter la notion d’extrema liés (le mot
extrema est une forme du pluriel d’extremum). C’est la recherche de maximum ou de
minimum d’une fonction f(x) avec en plus une condition (contrainte) sur les variables
(9(x) = 0). On peut méme envisager plusieurs contraintes. Le nombre de contraintes
p est dans tous les cas strictement inférieur a n (p < n). Posons

C={reR"g(z) =0}

Le probléme est d’étudier 'existence de mig f(x) ou max f(x).
Tre T

Proposition 2.8.1 On suppose que les fonctions f est g sont de classe C*. Si f
admet en a un extremum [ié alors il existe un unique nombre réel A\ tel que

(V)(a) = A(Vg)(a)
Ce nombre s’appelle multiplicateur de Lagrange.

Démonstration : Soit v : J — C une application différentiable définie sur un
petit intervalle ouvert J contenant 0 et telle que v(0) = a. D’aprés les hypothéses,
I'application d’une variable réelle f(v(¢)) admet un extremum en 0, donc sa dérivée
en 0 s’annule i.e,

((Vf)(a),'(0)) =0
D’autre part, g(v(t)) = 0, d’ou

((Vg)(a),7'(0)) =0

On apprend dans le cours de géométrie que le vecteur +/(0) est tangent a I’hyper-
surface C, et donc parcourt un sous-espace vectoriel de R" de dimension n — 1. Les
deux vecteurs (Vf)(a) et (Vg)(a) sont donc orthogonaux & un méme sous-espace de
dimension n — 1. Il sont de ce fait colinéaires. =

Posons F'(x,\) = f(z) — Ag(x). D’aprés cette proposition chercher les extremums
liés revient a résoudre le systéme

{ (VoF)(z,A) =0

OF

—(z,\) = —g(z) =0

) = —g(2)

par rapport a x et A. C’est un systéme de n + 1 équations & n + 1 inconnues.
Supposons que (a,, Ay) soit un point critique de F, c’est-a-dire une solution du

systéme précédent. Si on suppose en plus que f et g sont de classe C?, alors la sous-

hessienne de F' au point (a, A\«) qui concerne les variables x;, renseignera sur la nature

de ce point critique. Nous verrons plus clairement a travers les exemples qui suivront.

Exemple 2.8.2 On veut résoudre par les méthodes développées ici, un probléeme bien
connu en géométrie euclidienne plane. Il s’agit de trouver la distance euclidienne d’un
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point Aa,b) a une droite (D) d’équation ax + By + v = 0 (a® + B*°# 0). Soit
M (z,y) € (D). La distance euclidienne de A a M est donnée par :
d(A, M) = /(z = a)* + (y = b)?
Pour bénéficier du caractére C™, nous travaillerons plutot avec la fonction
fla,y) = (x —a)” + (y — b)* = d(A, M)

car la distance est minimale si et seulement si f [’est. Ici la contrainte est manifeste-
ment g(x,y) = ax + By +v. On a

F(z,y,\) = (x —a)*+ (y — b)* — Xaz + By + 7)

et le systéme a résoudre

( OF
T 2@ —a)—da =0
oF
— = 2y—0b)—A =
\ 3y (y=b)=A8 =0
OF
| gy = (et Byty) =0

A A
Des deux premiéres équations on aura r = a + 5 ety=>b+ 75 En les remplacant

dans la troisieme équation on a aa+ b+ + =(a*+ B*) = 0. La solution du systeme

2
est donc )
o
, x*:a—a2+62(aa+ﬁb+7)
\ @+

Pour montrer que nous avons effectivement un minimum, il suffit de calculer la sous-
hessienne

O’F  O0*F
5 _ or2 Oxzoy | _ (20
0xdy  Oy?
b 2
FElle est définie positive. La valeur de ce minimum. est f(x., ysx) = (aa i f_ ;; ) . Et
a

donc la distance est
_ |aa + Bb+ 7|

N

d(A, (D))

formule bien connue par ailleurs.
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On laisse le soin au lecteur de reprendre tous ces calculs dans le cas d’un point
A = (a,b,c) de R? et d'un plan P d’équation ax + By + vz +J = 0. La formule

attendue est
_aa+ Bb+ye + 6|

d(A,P) =
Va4 g2+ 42
Exemple 2.8.3 On se propose pour terminer ce chapitre, de traiter le probléeme de

Uexemple précédent mais dans R3. Une droite dans 'espace est Uintersection de deux
plans (D) = P N'P'. Précisons les équations des deuz plans

P a(r,y,2)=ar+py+vz+35=0
P plwy2)=dz+By++2+0 =0
Donnons d’abord la condition sur les parameétres pour que les deux plans ne soient ni
o o/
confondus ni paralléles et distincts. Posonsii= | B | etn' = | B | pour désigner
gl Y

les vecteurs normaux a P et P’ respectivement. L’intersection suivant une droite de
ces deux plans est équivalente a [indépendance linéaire des vecteurs normauzx. Une
maniere de l'exprimer est d’utiliser le Gramien (déterminant de la matrice de Gram) :

(7, ) <ﬁﬁ> ) N\
Gimdet| /)LL) =l = () £ 0
<ﬁ, n’> <n’,n’>
x a
En fait G > 0 par linégalité de Cauchy-Schwarz. Notons X = | y | et A=
z

et considérons
F(X, M1, 20) =X — Al? = Mig1(X) — Xag2(X)

Remarquons qu’on a g1(X) = (X, 1) + 9§ et go(X) = <X,7”:’> + ', d’ou

F(X, A, ) =X — Al = M (X, 7) +6) — A2(<X,ﬁf> + &)

De la
(VX)F = 2(X — A) — )\177 — )\QTL/ =0

| }

Pour déterminer A1 et Ay il suffit de remplacer la valeur trouvée de X dans les
contraintes g1(X) = 0 et go(X) = 0. On obtient le systéme

i) (') u _(—gl(A)>

2 | =
Gy (i )| 2 )7 e
2
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La solution est donnée par

() =3 (557 8 (o)

>\2,>x<

AMs, Aoy -
Il arrive que X, — A = ; n+%n’ , et donc

i = () e () e e () (220) ()

A2
;’ , on obtient

et

.
éz [ L AG)? + g3 (A)G||* - le(A)gQ(A)<

On en déduit en définitive

I1X, — AJl* =

=L
4
~———
| S|

d(A, (D)) =| X — A = %Hglmw ~ gol )i

33
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Chapitre 3

Calcul Intégral dans R"

Le présent chapitre est une introduction au calcul intégral dans R". Il s’agit d’une
extension de la théorie de l'intégrale de Riemann développée en Analyse 1. Le but
recherché en premiére instance étant de donner a I’étudiant le maximum d’outils pour
réussir des calculs explicites. C’est pourquoi, les questions "trop théoriques" ne seront
abordées que rarement. Nous présenterons les cas n = 2 et n = 3. Le cas général est
similaire bien que hors programme.

3.1 Lecasn=2

Les domaines de base sont les rectangles fermés [ay, as] X [by, b, et les fonctions de
base sont les fonctions constantes f(x,y) = c¢. L’'intégrale est définie alors par

/ /[ o ) dady = cla —a1) 5, )
al,a2><b1,b2

Sa valeur absolue représente le volume du parallélépipéde de base [ay, as] X [b1, bo] et de
hauteur |c|. Dans la figure suivante, on a représenté la fonction constante f(z,y) = 2
dans le rectangle [—2,2] x [—1, 2]

35
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Pour définir I'intégrale double on considére une fonction f : [ay, as] X [b1, bs] — R
bornée i.e, Im, M € R tels que m < f(z,y) < M, V(z,y) € Q = [a1,as] X [b1, ba].
On considére aussi une subdivision pour chacun des deux intervalles :

a =20 <x1 < - <Tp1<Tp=az et b=y <y < <Ypo1 <Y = by

On aurait pu choisir un nombre différent de points pour chaque subdivision, mais on
peut toujours revenir au méme nombre en rajoutant des points a celle qui en a moins.
Notons

An — {(xuy])/zaj = 07 17 <. 7n}
que nous appellerons subdivision du pavé QQ = |aq, as] X [b1, be]. On notera aussi

Qij = |Ti—1, Ti| X [yj—1,y;] avec son aire pu (Qi;) = (vi — xi-1) (y; — yj-1). Nous appel-
lerons pas de la subdivision A,, le nombre

pn = max (Qij)

1<,5<n

On dira qu’une subdivision A’, est plus fine que A, si A,, C A/,. En particulier, elle
contient plus de points, dont les coordonnées se placeront forcément entre celles des
points de A,,. D’ott la diminution du pas : p/, < p,. Posons

mij = inff(:c, Y) : M;; = Supf(ma Y)

J ij

Les sommes de Darboux inférieure et supérieure sont définies par
S(FA) =Y myp(Qy) . S(RA) =) My (Qy)
i,j=1 i,j=1

Une premiére série d’'inégalités se déduit facilement

mp (Q) < s(f,An) < S(f,An) < Mp(Q)

Une deuxieme série d’'inégalités fait intervenir deux subdivisions dont 'une est plus
fine que lautre, A, C A/,

Ceci s’interpréte en disant que, respectivement a l'ordre partiel défini par la finesse, les
sommes de Darboux inférieures sont croissantes et les sommes de Darboux supérieures
sont décroissantes. La démonstration repose sur les deux inégalités, faciles a établir

si A C B'alors inf f(§) <inf f(§) et sup f(&) <sup f(§)
B A A B

On les applique a Qg,j, C i; pour obtenir les bonnes inégalités.

Proposition 3.1.1 Soient Al et A% deux subdivisions quelconques (non nécessaire-
ment comparables). Alors

s(f. ) < S(f. A7)
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Démonstration : Posons A, = Al U A2 Alors cette subdivision est plus fine que
Al et A2 D’otl par ce qui précéde

s(f,A5) < s(f,A0) < S(f,A,) < S(f,A7)

|
Notons D¢ l'ensemble des subdivisions du pavé ). On peut maintenant affirmer
que les deux quantités suivantes existent et vérifient

sup s(f,A,) < inf S(f,A,)

A,E€Dq An€Dq

Définition 3.1.2 On dit que la fonction f est Riemann-intégrable sur le pavé Q) si et
seulement si

sup s(f,A,) = inf S(f,A,)

AnECDQ An€Dq

Dans ce cas, la valeur commune s’appelle intégrale double de f sur () et se note

/ /Q F(z,y) dudy

L’utilisation des sommes de Darboux est souvent réservée a des questions théoriques
comme la non intégrabilité d’une fonction. Pour des problémes pratiques, on a recours
a la notion de somme de Riemann.

Définition 3.1.3 On appelle somme de Riemann associée a une subdivision A, la

somme
= > [&) nQy) (3.1)

1<i,5<n

ot &i; € Qij sont des points arbitrairement choisis.

Proposition 3.1.4 Si f est Riemann-intégrable sur la pavé QQ, alors on a

hm R(f, A / f(x,y) dxdy

Pn—>

Démonstration : L’affirmation découle essentiellement du fait que
s(f, ) <R(f,A0) < S(f,A). =

Une large classe de fonctions intégrables au sens de Riemann est formée des fonctions
continues, et les fonctions continues par morceaux. La preuve est identique au cas d’une
variable (revoir Analyse 1). C’est dans ces classes que nous allons travailler désormais.
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3.2 Propriétés

Nous allons énumérer les premiéres propriétés, identiques par ailleurs au cas d’une
variable.

Proposition 3.2.1 1. (Linéarité) Soient f,g deux fonctions continues sur un pavé
Q, alors¥Y a,8 € R on a

//Q (af(z,y) + By(z,y)) dzdy = Oz//Q f(z,y) dedy + B//Qg(a:,y) dxdy

2. (Positivité) Si f >0 alors // f(z,y) dedy > 0
Q

3. (Croissance) Si f < g alors // f(z,y) dedy < // g(z,y) dzdy
Q

Q
joonal [ /Q fa.y) dady| < [ /Q £ ()| dady

Démonstration :

1. La linéarité découle (par exemple) du fait que la somme de Riemann posséde la
méme propriété par rapport a f i.e,

R(af + B9, An) = aR(f, An) + R(g, An)
on passe a limite ensuite.
2. Idem pour la positivité
3. Pour la croissance, il suffit d’appliquer la positivité a g — f et la linéarité ensuite.
4. Pour la derniére, on a bien f <|f].
u

Définition 3.2.2 Notons 14 la fonction caractéristique d’un sous-ensemble A 1i.e,

|1 si €A
1A(£)_{0 si £€¢ A

Un sous-ensemble A C R? borné est dit mesurable (ou quarrable) si et seulement si
sa fonction caractéristique est intégrable. La bornitude implique l'existence d’au moins
un pavé QQ O A. La valeur de l'intégrale dans ce cas définit la surface de A 1i.e,

M(A>://Q La(z,y) dxdy://A dxdy
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Ces sous-ensembles bornés mesurables vont constituer une classe d’ensembles plus
large que celle des pavés, et avec lesquels on pourra calculer des intégrales doubles de
fonctions continues. En effet

//A f(x,y) dedy = //Q f(z,y)la(x,y) dedy

Parmi les ensembles mesurables, il y a ceux qu’on appelle simples. Il sont définis par
A={(z,y) eR/a<z<b et pi(r) <y <o)}
ou bien

A={(z,y) e R/ c<y<d et ¢(y) <z <s(y)}

ot les fonctions 1, 9,11, 19 sont au moins continues. Un exemple de tels ensembles
le disque euclidien de centre (0,0) et de rayon r i.e,

D((0,0),r) = {(z,y) € R*/ 2* + ¢ <1*}

On peut écrire
D((an)»r):{(x,y)€R2/—TSxST et _\/7”2—$2§y§w/r2—x2}
:{(xay)G]RQ/—TSygr et —\/7’2—y2§x§«/r2—y2}

Un ensemble de mesure (d’aire) nulle est dit négligeable. Par exemple un segment de
droite. Il existe des ensembles négligeables plus sophistiqués. Cette notion va nous
permettre d’énoncer la formule de Chasles.

Proposition 3.2.3 (Formule de Chasles)
Soient A, B deux ensembles bornés mesurables tels que AN B soit négligeable. Alors

//AUB f(x,y) dedy = //A f(z,y) da:der//B f(z,y) dedy

Comme conséquence immeédiate, le calcul d’une intégrale sur un domaine pourra se
faire en décomposant ce domaine en une réunion finie de domaines simples dont les
intersections deux a deux sont négligeables.

3.3 Théoréme de Fubini

Dans cette section nous allons aborder la premiére technique majeure pour calculer
les intégrales doubles. Il s’agit de ramener ce calcul a celui de deux intégrales simples.

L’ordre d’intégration sera sans importance grace au théoréeme de Fubini (Guido FU-
BINI 1879-1943).

Théoréme 9 (de Fubini)
Soit f : () — R une fonction continue sur un pavé Q. Alors

/ /Q Favy) dody = [ ( :2 Fy) dy) di = /: ( / Fy) das) dy
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Démonstration : Montrons par exemple la premiére égalité. Remarquons que la
continuité (en deux variables) de f implique d’une part son intégrabilité double sur Q.
Elle implique d’autre part que chacune des deux fonctions f(x,.) et f(.,y) est continue

by
et donc intégrable sur son intervalle respectif. Notons h(z) = / f(z,y) dy. Loutil
by

essentiel dans cette démonstration est le fait qu’une fonction continue sur un compact
(@ en loccurrence) est uniformément continue i.e,

Ve>036.>0 |z—2|+y—y]| <6 =|f(z,y) — fla',9))| < e

(0. ne dépend que de ¢ et pas des points (z,y), (2',y)). L’égalité sera établie si on
démontre que l'intégrale double de f sur Q est égale a I'intégrale simple de h sur [aq, as].
Nous allons le faire a ’aide des sommes de Riemann. Choisissons une subdivision A,,
telle que Vi, j |x; — zi—1]|+|y; — yj-1] < .. Rappelons enfin que d’apreés les résultats
(Analyse 3) sur les intégrales dépendants d'un parameétre, la fonction h est continue.
Reprenons l'expressions de la somme de Riemann (3.1) ot &; = (u;, v;)

RLA) = Y fluivy) (@i — 2im1)(y; — yj1)

— Z(l‘@ —xi1) <Z fui,v)(y; — yj1)>

La derniére somme représente une somme de Riemann pour la fonction f(u;,.). D’ou
pour n assez grand

n by
Z flug,v)(y; — yj-1) = : f(ui,y) dy + O, (u;) = h(u;) + 6, (w;)

avec lirf O, (u;) = 0. En fait cette limite est uniforme par rapport aux w;. En effet,
n—-+0o0

n by n Yj
O (u;) = Zf(ui,vj)(yj—yj_l)— b fui,y) dy = Z / (f (ui,v) = f(ui,y)) dy

et donc
max|0,(u;)| < e(by — br)

Maintenant

n n

R AL =D (2 — zi)h(w) + (27— 2-1)O, (w;)

i=1 i=1
Remarquer que la premiére somme a droite est une somme de Riemann pour la fonction
h, et donc converge vers l'intégrale simple de h. Enfin

n

R(f, An) = ) (i — zi1)h(ui)| < e(by — bi)(az — ay)

i=1
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Ceci montre que les deux sommes de Riemann tendent vers la méme limite. =
Le théoréme de Fubini s’étend naturellement aux domaines simples. Nous omettrons
la démonstration un peu technique. Donnons quelques exemples.

Exemple 3.3.1 Calculons l'aire d’une ellipse de grand aze 2a et de petit ave 2b. Soit

a? b2

E \
iy

En résolvant l’inégalité par rapport a y (par exemple) on obtient

x? x?
E = (x,y)ERQ/—agxga et —hW1-—=<y<h/1-—
a a

5={(x,y)€R2/x—2+y—2§1}

———
o(x)
D’ou
a o(x) a 72
Aire(é’)://dasdy:/ / dy dx:4b/ 1 ——dz
& —a —(x) 0 a

Il suffit alors de faire le changement x = acost avec 0 <t < 5 pour avoir

Aire(€) = 4ab/2 sin*t dt = 2ab/2 (1 — cos(2t)) dt = mab.
0 0

Pour le cas particulier a = b =1 on retrouve ['aire du disque.

Exemple 3.3.2 Soit a calculer [intégrale double I = // cos(zy) dzdy ou D est le
D

domaine défini par

D={@yer /1<r<2 0<my< ]
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-
La résolution par rapport a y donne 0 <y < o et par le théoréme de Fubini on aura
x

2 /2 2 o y=m/2x
:/ / cos(zy) dy | dx :/ [Sln(xy)] dx
1 0 1 X y=0

3.4 Changement de variables

La deuxiéme technique importante pour calculer une intégrale double est celle du
changement de variables.

Définition 3.4.1 Soient U et V deuz ouverts de R%. On appelle difféomorphisme (ou
changement de variables) entre U et V une application

o: U — V
(U,U) — q)(u,v):(x,y)

de classe C inversible, c’est-a-dire de jacobien non nul partout (det(Js) #0)

Rappelons que si z = p1(u,v) et y = @o(u, v) alors

dor On

ou Ov
Jo =

2oy 02

ou Ov

Le théoréme suivant sera donné sans démonstration. Le lecteur intéressé pourra la

trouver par exemple dans "Mathématiques, tout-en-un, niveau L2" sous la direction
de J.P.Ramis et A.Warusfel, Edition DUNOD 2007.

Théoréme 10 Soit & : U — V un changement de variables entre deuzr ouverts
bornés et soit f:V — R une application continue bornée. Alors

J[ e dody = [[ (70 @) .00 et o) dud

Le premier exemple que nous allons présenter montre la pertinence de procéder par
changement de variables.

Exemple 3.4.2 Soit a calculer

1
r— [ — L g
//Dl+x2+y2 i
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ou D = {(x,y) cR? /2> +y* < 1} est le disque unité de R%. Nous allons d’abord
essayer d’utiliser le théoreme de Fubini. Il est claire que —1 < x <1 et

—V1 — 22 <y <+V1—2a2 dou (remarquer la parité en x et y)

1—x2
1 | arctan (L) 1 arctan 1_—332
I:/ V14 22 dr — 4 L+a?
1 V14 a2 0 V1+ 2?2
—V1-22
Il n'est pas évident d’imaginer un changement simple (en une variable) pour calcu-
ler cette derniere intégrale. Procédons a présent par le changement en coordonnées
polaires :

{ T =rcosb

y =rsinf

On aJ — CQSH —7rsinf
sinf) rcos6

ouverts sutvants

) et donc detJ = r. C’est donc un changement entre les

U={(r§) eR* /0<r<1 e 0<6<2r}

et
V={(z,y) eR* /2*+y* <1} \{(z,0)/0<z <1}

Remarquons que V.= D. De la on aura
1

1 2m r 1
I :/ / 5 drdf = 2m [— In(1 —|—7“2)] =7ln2
0 0 l—I—T 2 0

+00
Exemple 3.4.3 On se propose de calculer [intégrale de Gauss / e dy = VT
R >
Considérons Ir = / e ¥ dr. A l'aide du théoréeme de Fubini on peut écrire
-R

R 2 R 2 2 2
I3 = (/ e’ dx) </ e VY dy) = // e ) dady
~R ~R R

ot Qp = [—R, R] X [—-R, R]. Posons Jr = // e~ (@ +v?) dxdy ot Dy est le disque
D
de centre (0,0) et de rayon R. A l'aide du changgment en coordonnées polaires on a

R 2 2 _1 2 R 2
Jr = / / e " rdrdd =2n {—e_r ] =T (1 —e It )
0o Jo 2 0

Maintenant il suffit de voir qu’on peut "coincer” le carré Qg entre deux disques i.e,
Dr C Qr C Dy 5. La positivité de la fonction a intégrer implique que

ISy < gy == (1= ™) <B<n (1)

Le résultat s’en déduit par passage a la limite quand R — +00.
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3.5 Lecasn=3

L’intégrale triple (dans R3) se construit de la méme facon que l'intégrale double.
D’ailleurs on peut étendre la construction a R". Nous omettrons donc la répétition.
Par contre on donnera (sans démonstration) le théoréme de Fubini et la formule de
changement de variables. On finira par quelques exemples.

3.5.1 Théoréme de Fubini

Les ensembles mesurables bornés simples se définissent de la méme facon, par
exemple

A:{(a:,y,,z)E]R?)/(x,y)EDCR2 et 901($,y)§2§%02($ay)}

(si on résout par rapport a z) ou D est la projection du domaine A dans le plan
(0, 0y). Cela permettra de réduire 'intégrale triple & d’abord une intégrale simple (en
z), puis une intégrale double (en (z,y)). Si on résout d’abord en y (par exemple), on
opére mutatis-mutandis.

Théoréme 11 (de Fubini)
Soit A un domaine borné mesurable simple et f : A — R une application continue
bornée. Alors

// f(z,y, z da:dydz—// (/%xy xy,z)dz) dxdy

Exemple 3.5.2 Calculons le volume d’une boule sphérique de rayon R. Si on la centre
n (0,0,0) alors

Br = {(x,y,z) €R3/x2+y2+z2§R2} =

= (r,y,2) eR /2> + P <R* et —/R2—a22—y2<z2<+/R2—a2—y2

Lp(;r:y)

D’ou

(z.y)
Vol(Bg) = /// drdydz = // / dz | dxdy = 2// o(z,y) dedy
Br *+y?<R? o(zy) 22 4+y2<R?

En passant en coordonnées polaires on obtient

27r 2 R
VOl BR —2/ / —7”2 TdeQ—ZW |:? (R2—7"2)3/2] :—R3
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Exemple 3.5.3 On se propose de calculer le volume d’un céne droit de base circulaire
de rayon R et de hauteur h.

Pour trouver l'équation de la surface latérale du cone, il suffit de trouver [’équation
d’une génératrice. C’est une droite passant par le point (0,0, h) et un point du cercle
(dans le plan XY ) de centre (0,0) et de rayon R. La droite est dans le plan passant
par ces deux points et ['origine. La projection sur le plan XY d’un point de cette
génératrice a pour coordonnées (z,y,0) avec x* + y*> = r* < R% L’équation de la
génératrice (dans le plan indiqué) est donc

z—h(l—%)—h<1_@>

R

Le volume cherché est donc celui du domaine donné par

/72 2
C{(x,y,z)€R3/x2+y2§R2 et OSzﬁh(l—x—w)}

R

Donc, par le théoreme de Fubini

2 2
Vol(C) = / / / drdydz = / / h (1 - —V:”R“’> drdy
C 22+y2<R?

Et en passant en coordonnées polaires

R p2r ” r2 1% 1 )
Vol(C) h/o /0 ( R) r drdf = 2rh [2 3R]0 ST
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3.5.4 Changement de variables

La formule de changement de variables est identique & celle du cas n = 2

///Vf(x,y,z) drdydz = ///U(f 0 ®)(u,v,w) [detJp(u, v, w)| dudvdw

On donnera deux changements remarquables.

Coordonnées sphériques : ce sont les analogues en dimension 3 des coordonnées po-
laires.

x =rsinfcosy
y = rsinfsin g

z=1rcosf
h =
_I:'
; "“xr_] A
In' AT [
. H_'.f-f' i I -
| "
-~ |
\> f‘{:-_.#_._a- )
1 ;
-

Pour décrire tout 'espace on doit prendre r > 0, 6 € [0, 7] , ¢ € [0,27[. La matrice
jacobienne se calcule aisément

sinffcos rcosfcosp —rsinfsinp
Jeg = | sinfsiny rcosfsiny 7rsinfcosyp
cos —7rsin6 0

et det(Jp) = r?sin6.
Coordonnées cylindriques : on fait opérer les coordonnées polaires sur XY et laisser
z inchangé.

T =1rcosb
y =rsinf
z=~h
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i

1_.'

Pour décrire tout I'espace on doit prendre r > 0, 6 € [0,2x] , h € R. La matrice
jacobienne se calcule facilement

cos) —rsinf 0
Jp = | sinf@ rcosf 0
0 0 1

et det(Jp) = 7.

La plupart du temps les changements de variables sont dictés par la géométrie du do-
maine d’intégration. Les invariances par certaines transformations (rotation, homothé-
tie,...) peuvent aider a trouver le bon changement. On peut aussi combiner changement
de variables et théoréme de Fubini.

Exemple 3.5.5 Calculons le volume d’une portion de boule sphérique de rayon R et
délimitée par deux plans paralléles au plan XOY .

Appelons K cette portion. Alors
K ={(z,y,2) cR? /2 +y*+ 22 < R* et a<z<b}

ot —R < a < b < R. Contrairement a ce qu’on pourrait penser, les coordonnées
cylindriques sont les plus adaptées. En effet, la paramétrisation de K devient

K={(r0,n)eR’ /r*+h* <R , 0<6<2r , a<h<b}
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D’ou
2r  rb VR2—h2
Vol(K) = // dxdydz = // rdrdfdh = / / / rdr | dodh
K K 0 a 0
ou encore
br 97 VR*—h? 39b 3 3
Vol(K) :27T/ {%] dh =7 [th—%] =T {RQ(b—a)——(b 3a )]
a 0 a

Nous terminons par le calcul du volume d’un tore (une "chambre & air"). Géométri-
quement on fait tourner un cercle de centre (R,0,0) et de rayon a < R situé dans le
plan XOZ autour de I'axe OZ pour engendrer un tore 7.

Une paramétrisation est donnée par

((x = (R+ rcosu)cosv
0<r<a
s y=(R+rcosu)sinv
0<u,v<2r
z=rsinu

\

Le déterminant de la matrice jacobienne est det(J) = r(R + r cosu). Ainsi

a p2m 27
Vol(T) = / / / r(R + r cosu)drdudv = 2r° Ra®.
o Jo Jo
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