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Exercice 1 (6 points)
Soit la matrice

9 3 -3
A= 3 10 -4
-3 —4 11

1. Vérifier que la matrice A est symétrique définie positive.

2. Déterminer la factorisation de Cholesky de la matrice A puis en déduire det (A).

3. En utilisant la factorisation de A, résoudre le systéeme Ax = b avec b = ( 6 —1 8 )T.
Solution

1. 1l est clair que A est symétrique puisque A7 = A.

La matrice A est & diagonale positive et strictement dominante puisque:

9 = ayy > |ai| + |aiz| = 6,
10 = age > ’CL21| + |a23| =1,
11 = asz > |ais| + |an| = 7.

elle est définie positive.
2. La factorisation de Cholesky de A.

Colonne 1 Colonne 2 Colonne 3
lin = \a/au =3
521:ﬂ:1 522:\/6122—131:3

lll

— Il
131:@:—1 lggzw:_l 1332\/@33—192,1_@2:3

111 l9o
Donc
A=LLT,

avec

Calcul du déterminant de A.

det (A) = det (LL") = det (L) det(L")
= (det (L))* = 27% = 729.
3. Reésolution du systeme Az = b.

Ly=1b

— T, __
Ar =b<= LL x—b(z){ T2 =y

1



Y3 8
On obtient

L'y =y« | 0 3 -1

00 3 T3 3

la solution est
x1
To =
€3

O =

|
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Exercice 2 (4 points)
On considére les matrices

4 -1 0 0 01 2 1

|2 4 2 0 N 8
A=19 9 4 o 4 =514 8 1u 71
0 0 -6 4 6 12 21 10

1. Calculer cond,, (A).
2. Supposons que Az = b et AT = b avec 6]l =1 et ”b —EH = 107". Donner la borne

de 'erreur relative de la solution [z = 7l
- (I

Solution

1. On sait que

conde (A) = | A]| | A7Y|

et
|AH - 1n<13‘<X Z |azj’
alors
14], = max (5,8,8,10) = 10
et X y
|A|. = = max (4,18,33,49) = —
donc

4
condy, (A) = ZO = 245.

2. On a, puisque ||-|| est une norme matricielle subordonnée alors

Az =b= |b|| . = [[4z||l, < Al Izl



alors ) )
T < Al o (1)
1]l o 16/l
d’autre part, puisque A est inversible
Ar =b ~ _ ~
{ A;:g — A —F)=b—besa—F=A" <b—b>
ce qui implique

o= &l < (1470 |lp -5 (2)

A partir des inégalités (1) et (2) on obtient

8
IN

=
—_—— condy, (A) ———=2
(1 (L

< 245 x 1077,

a=(3 %)

1. Calculer la matrice d’itération Bgg de I'algorithme de Gauss-Seidel.

2. Calculer \/p (B&gBgs) Qu'en déduisez vous sur la convergence de 'algorithme de Gauss-
Seidel?

Solution

1. On pose

Exercice 3 (3 points)
Soit la matrice

A=D—-E-F

2 0 0 0 0 1
p=(ie) (L) er=(io)

la matrice d’itération de Gauss-Seidel est

avec

Bgs = (D—E)'F=

170 0 0 1 1700
T I = —
BGSBGS_4<1—1)<0—1> 4<0 2)'
A

Les valeurs propres de la matrice BLgBgs sont Ay = 0 et

V2
p (BbsBas) = 5 et \/p(BbsBas) = 5

» = 3. ce qui implique que

Comme

V2
|Baslly, = v/ p (Bé&sBas) = - <1

3



La méthode de Gauss-Seidel est convergente.
Exercice 4 ( 7 points)

[y =—2y(t) telo1
LR

1. Montrer que le probléme (P) admet une solution unique puis calculer explicitement cette
solution.

2. Utiliser une itération de la méthode de Taylor d’ordre 2 pour appocher la solution du
probléme (P) avec un pas h = 0.1.

3. Définir Perreur de troncature locale lorsque la méthode de Taylor d’ordre 2 est appliquée
a ce probléme. Déduire une borne supérieure pour ’erreur de troncature.

4. Si la méthode d’Euler est utilisée pour résoudre ce probléme et qu’une précision de 10~*
est souhaitée pour la valeur finale y(1), quelle valeur faut-il utiliser pour le pas h?

On donne les majorations: |y” (t)| < 2 et ‘y(?’) (t)} < 4 pour tout t € [0,1].

Solution

1. On pose

f:0,]]xR—R
(t.y) — f(ty) = -2ty

La fonction f est continue sur [0, 1] x R et lipschitzienne de constante L = 2, puisque pour
tout ¢ € [0, 1] et pour tout (y, 2) € R? on:

|f(ty) = f(t2)] =2ty — 2] <2y — 2|

D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, le probléeme (P) admet une solution unique.
L’équation différentielle de (P) est une equation & variables séparables qui s’écrit
dy

— = —2tdt
Y

en intégrant on obtient
Inly| = —t*+c¢

ce qui implique
2 2
y(t) =de "= Ke ",

La condition initiale permet de déterminer K = 1.
La solution du probléme de Cauchy est

2

y(t)=e
2. Le développement de Taylor autour de ¢,, s’écrit
2 3

h h
Y (1) =y () 3 () Dy (0) 5 + 9" (€) 570 T <& <lata.



et

v (t) = —2y() -2ty (1)
=2y (1) — 2t (=2ty (1))
= 2y(t) (2t —1).

Alors la formule de Taylor d’ordre 2 s’écrit

Yn+1 = Yn — 2htnyn + h2 (Qti - 1) Yn
(1 —2ht, + B (22 — 1)) yn

Nous obtenons donc

y(0) = yp=1
v = (1—0.01) x 1= 0.99.
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3. L’erreur de troncature est donnée par

of

Y (tn+1) -y (t”) (% (tn, Yy (tn)) + 8_y (tm Yy (tn)) f (tm Y (tn))) )

rusa () = LI )

De méme la formule de Taylor implique

h2 mn
Tn+1 (h) = gy <€n)
et donc en utilisant ’'indication
h2
T (W] < 4

< 6.6667 x 1073,

4. L’erreur globale de la méthode d’Euler au point ¢,, est bornée comme suit

Mh L(ty,—t
|y<tn)_yn’§ﬁ(e( 0)—1)7
avec M = max |y" ()| = 2.
t€[0,1]
Donc
h( g —4
[y (tn) =l < 5 (2 = 1) <107,
implique
2
h < 107,
—e?2-1



