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Exercice N�1(09pts)

I] la v.a.r X suit une loi de Weibull W (�; �), si sa densité est égale a:

f(x) = ��:x��1 � e��x� � 1[0;+1[(x) et �; � > 0

1. Veri�er que f est bien une fonction de densité (2.5pts)

2. Déterminer F, la fonction de répartition de la v.a.r X (2.5pts)

3. On suppose que X modélise la durée de vie d�un composant électronique. On appelle taux de
panne de X la fonction :

h(x) =
f(x)

1� F (x) pour x > 0

� Expliciter h(x). (1pt)

II] La fonction de densité de la loi de Cauchy notée C(1) est:

f(x) =
1

� (1 + x2)
x 2 R�

On pose Y=1/X, montrer que Y suit une loi de Cauchy C(1) dans R� (3pts)

Exercice N�2 (11pts)

I] Soient (X,Y) et (U,V) deux couples aléatoires de densités respectives:

f(x; y) =

�
1
4 (1 + xy) si (x; y) 2 [�1; 1]2

0 sinon

g(u; v) =
1

4
� 1[�1;1]2(u; v)

1. Déterminer les densités marginales de (X,Y) et (U,V) ie: fX ; fY ; gU ; gV :(3:5pts)

2. Que remarquez vous concernant les lois marginales Xet U, Yet V .Quelle conclusion peut-on
dire sur les lois des couples (1pts)

3. Calculer P (A) = P (jXj � Y ) (2pts)

4. On pose T=X+Y, déterminer la loi de T. (2.5pts)

II] Soit (X,Y) un vecteur gaussien centrée tel que E(X2)=4 et E(Y2)=1. On suppose de plus que
2X+Y et X-3Y sont indépendantes.

1. Que vaut la covariance cov(2X+Y, X-3Y). (0.5pt)

2. En déduire la covariance cov(X,Y). (1.5pts)
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Solution

Exercice N�1
I]
1)

f densit�e ()

8<:
f(x) � 0 8x (vraie)
etR1

�1 f(x) dx = 1
(0:5pt)

,
(

�; � > 0 x > 0 exp y > 0R1
�1 f(x) dx =

R1
0 ��:x��1 � e��x� dx = 1?

(0:5pt)
(0:5pt)

Z 1

0
��:x��1 � e��x� dx =

h
�e��x�

i+1
0

= �0 + e0 = 1CQFD (1pt)

2) la fonction de répartition F
Si x<0, F (X) = P (X � x) = 0 (1pt)

Si x�0, F (X) = P (X � x) =
R x
0 f(t) dt =

R x
0 ��:t

��1 � e��t� dt =
h
�e��t�

ix
0
= 1� e��x� (1pt)

conclusion

F (x) =

�
0 si x < 0

1� e��x� si x � 0 (0:5pt)

3)

h(x) =
f(x)

1� F (x) pour x > 0

=
��:x��1 � e��x�

e��x�

= ��:x��1 (1pt)

II] le support si X> 0 alors Y=1/X>0 donc DY =]0;+1[ (0:5pt)

y = '(x)() y =
1

x

, x =
1

y

, x = '�1(y) (0:5pt)

�
'�1(y)

�0
=

�
1

y

�0

=
�1
y2

(0:5pt)

Selon le théorème (vu en cours)
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fY (y) = fX('
�1(y))�

����'�1(y)�0��� pour y 2 DY (0:5pt)

= fX(
1

y
))�

�����1y2
���� pour y 2]0;+1[

=
1

�
�
1 + 1

y2

� � 1

y2
pour y 2 R�+ (0:5pt)

=
1

� (y2 + 1)
CQDF (0:5pt)

Donc Y reste une loi de cauchy de paramètre 1 sur R�+

Exercice N�2
I]
1) lois marginales
Remarquons d�abord que DX = DY = [�1; 1] et que DU = DV = [�1; 1] ; (0:5pt) de plus la
densité f est symétrique f(X;Y )(x; y) = f(X;Y )(y; x), il su¢ ra de faire les calculs pour une seule
variable.(1pt)
Pour calculer la loi de X il su¢ t d�intégrer la densité jointe par rapport à sa seconde variable :

fX(x) =

Z 1

�1

1

4
(1 + xy) dy avec x 2 [�1; 1]

=
1

4

�
y +

1

2
xy2

�1
�1

avec x 2 [�1; 1]

=
1

4

�
1 +

1

2
x+ 1� 1

2
x

�
avec x 2 [�1; 1]

=
1

2
� 1[�1;1](x)

donc fY (y) = fX(x) = 1
2 � 1[�1;1](y) (1pt)

g(u; v) =
1

4
� 1[�1;1]2(u; v)

=
1

2
� 1[�1;1](u)�

1

2
� 1[�1;1](v)

= gU (u)� gV (v)

les variables U et V, ainsi dé�nie, sont des lois uniformes sur [�1; 1] (1pts)
2) Finalement, on remarque que fX = fY = gU = gV toutes les variables sont identiquement
distribuées et suivent une loi uniforme sur [�1; 1] :Cependant, f(X;Y ) 6= g(U;V ) et donc les couples
(X,Y) et (U,V) ne sont pas identiquement distribuées.
Ceci montre un point important, de la loi du couple: ie nous pouvons toujours déduire les lois
marginales ; par contre, les lois marginales ne su¢ sent pas en général à calculer la loi du couple.
(1pt)
3)Calculer P (A) = P (jXj � Y )
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P (jXj � Y ) =

Z 1

0

Z y

�y

1

4
(1 + xy) � dxdy

=
1

4

Z 1

0

�
x+

1

2
yx2

�y
�y
dy

=
1

4

Z 1

0

�
y +

1

2
y3 � (�y)� 1

2
y3
�
dy

=
1

2

Z 1

0
ydy

=

�
1

4
y2
�1
0

=
1

4
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ou bien il su¢ t de remarquer que P (
) = 4P (A) =) P (A) = 1=4; car P (
) = 1
4) On pose T=X+Y, déterminer la loi de T

On pose
�
T = X + Y
V = Y

Domaine de variation, facilement on pourra voir que �2 � T � 2, mais précisement on aura:�
�1 � x � 1
�1 � y � 1 =)

�
�1 � T � y � 1 ie � 1 � T � v � 1

�1 � v � 1

=)
�
�1 + v � T � 1 + v

�1 � v � 1 (1pt)
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T=­1+v ou v=T+1
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selon la formule du cours, on aura: (sinon on recalcul le jacobien de la transformation...):

fT (t) =

Z 1

�1
f(x;y)(t� v; v) � dv

=

8><>:
R 1+t
�1

1
4 (1 + (t� v)v) � dv si � 2 � t � 0R 1

t�1
1
4 (1 + (t� v)v) � dv si 0 � t � 2

0 ailleurs

(0:5pt)

=

8><>:
R 1+t
�1

1
4

�
1 + tv � v2

�
� dv si � 2 � t � 0R 1

t�1
1
4

�
1 + tv � v2

�
� dv si 0 � t � 2

0 ailleurs

=

8><>:
�
1
4

�
v + t

2v
2 + 1

3v
3
��t+1
�1 si � 2 � t � 0�

1
4

�
v + t

2v
2 + 1

3v
3
��1
t�1 si 0 � t � 2

0 ailleurs

=

8>>><>>>:
1
4

h�
t+ 1 + t

2(t+ 1)
2 + 1

3 (t+ 1)
3 + 1� t

2 +
1
3

�it+1
�1

si � 2 � t � 0
1
4

h�
1 + t

2 +
1
3 � t+ 1�

t
2 (t� 1)

2 � 1
3 (t� 1)

3
�i1
t�1

si 0 � t � 2
0 ailleurs

=

8>><>>:
1
4

�
t+ 1 + t

2(t+ 1)
2 + 1

3 (t+ 1)
3 + 1� t

2 +
1
3

�
si � 2 � t � 0

1
4

�
1 + t

2 +
1
3 � t+ 1�

t
2 (t� 1)

2 � 1
3 (t� 1)

3
�

si 0 � t � 2
0 ailleurs8<:

1
4

�
8
3 + 2t+ 2t

2 + 5
6 t
3
�
si � 2 � t � 0

1
4

�
8
3 � 2t+ 2t

2 � 5
6 t
3
�

si 0 � t � 2
0 ailleurs

(1pt)

II]
1)les v.a.r 2X+Y et X-3Y sont indépendantes donc cov(2X + Y ;X � 3Y ) = 0 (0:5pt)
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2) méthode1: le devloppement

0 = cov(2X + Y ;X � 3Y ) = 2cov(x; x) + cov(2x;�3y) + cov(y; x)� 3cov(y; y)
= 2V (X)� 6cov(X;Y ) + cov(X;Y )� 3V (Y )
= 2E(X2)� 5cov(X;Y )� 3E(Y 2) (1pt)

cov(X;Y ) =
�3E(Y 2) + 2E(X2)

5
=
�3 + 8
5

= 1 (0:5pt)

méthode 2

cov(2X+Y ;X�3Y ) = 0, E((2X + Y ) (X � 3Y )) = E (2X + Y )�E (X � 3Y ) = 0 centr�ee (0:5pt)

E((2X + Y ) (X � 3Y )) = E(2X2 � 6XY + Y X � 3Y 2) = 2E(X2)� 5E(XY )� 3E(Y 2)
= �5� 5E(XY )

donc E(XY ) = 1 (0:5pt)

cov(X;Y ) = E(XY )� E(X)� E(Y )
= 1� 0� 0 = 1 (0:5pt)

Rappel

E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y )

= 0 si X et Y centr�ee
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