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Exercice 1 (5 pts)
Calculer la courbure de la courbe paramétrée a : |0, m[— R? définie en coordonnées

cartésiennes par :
alt) = (~((n (1an (3)) + costt). Rsinto)

ol R est un réel strictement positif donné.

Exercice 2 (7 pts)
Soit S I'ensemble des points de R? dont les coordonnées (z, ¥, 2) vérifient :

(x,2) # (0,0)

xy — 25 =0
Donner un paramétrage de S.
Déterminer une base de I'espace tangent a la surface S en A(1,8,2).
Calculer un vecteur normal a la surface S en A(1,8,2).

Le vecteur V' = (7, —18, 3) appartient-il au plan tangent a S en A(1,8,2)7

A

Calculer, en un point p de la surface S, la premiére forme fondamentale.

Exercice 3 (8 pts)
Soit H le paraboloide hyperbolique paramétré par f : R? — R3 définie par

flu,v) = (a(u+v),b(u —v),uv)

ol a et b sont des réels non nuls.
1. Déterminer les points réguliers de H.
2. Déterminer une équation cartésienne du plan tangent en un point régulier p de H.

3. On pose a = b = 1, calculer la courbure de Gauss de la surface H en un point
régulier p.



Université Abou Bekr Belkaid - Tlemcen

Faculté des Sciences 2éme année Mathématiques
Département de Mathématiques Semestre 2
Année Universitaire 2021,/2022

Epreuve finale de Géométrie

07 Maz 2022
Le Corrigé

Exercice 1 (5 pts)
On donne la courbe plane paramétrée par

at) = (R(ln <tan (%)) + Cos(t)),Rsin(t))

avec t €]0, [.

Calculer la courbure de .
« est bien de classe C? sur |0, 7r[ dont la courbure est donnée par

wft) = 19t 0.0 ())
lo’ @)

—sin(t),cos(t)) (1pt) et ”(t) = R( cos(t) —cos(t),—sin(t)) (1pt)

~sin?(t)

or /(t) =t

Ce qui donne

sinf)

det(c/ (1), o (1)) = R? (Cos(t)) (1pt)

sin(t)

s paleos)l

d'autre part ||o/(t)]| (1)
sin

( comme t €]0, 7], alors sint > 0 ) (1pt). Par conséquent

(1) = £ ltan()] (1pt)

Exercice 2 ( 7 pts)
Soit S I'ensemble des points de R? dont les coordonnées (z,y, z) vérifient :

{ (z,2) # (0,0)

xy—22=0

1. Donner un paramétrage de S. (1pt)
Considérons la nappe paramétrée ¢ : R* x R — R? définie par
3
v
u,v) = (u, —,v
plut,0) = (u, - 0)
Le support de ¢ est contenu dans S . Réciproquement, soit M un point de coordonnées (z,y, 2)
de S. Comme = # 0, M = p(x, z) et le support de ¢ est exactement S.

2. Déterminer une base de I'espace tangent a la surface S en A(1,8,2).
Calculons les dérivées partielles de .

3 3 2
fu = (1,—%,0> (0.5pt) et o, = (0,%,1) (0.5pt)

Le point A est obtenu au point de paramétre (u,v) = (1,2). Donc ¢,(1,2) = (1,-8,0) et
©p(1,2) = (0,12, 1). Ces deux vecteurs forment une base du plan tangent 745 a S au point de
paramétre (u,v) = (1,2) (1pt).



3.

Calculer un vecteur normal a la surface S en A(1,8,2).

3 2
On a N(u,v) = u Ay = (—” 1,3%) (1pt). D'ots N(1,2) = (—8,—1,12) (0.5pt).

i
Le vecteur V = (7,—18,3) appartient-il au plan tangent a S en A(1,8,2) ?
Ona NV =-56+18+36=—-2#0.DoncV ¢ T4S (0.5pt).

Calculer, en un point p de la surface S, la premiére forme fondamentale.
Soit p = ¢(u,v) € S, le plan tangent au point p est engendré par {¢,, p,} ou

3 3 2
Pu = (17_1}_27()) et Y, = (Oai71)
Uu u

La premiere forme fondamentale I, de S est définie par la matrice symétrique < r oG )

UG U5 ’U4
On calcule E=gp,0,=1+—, F=p,p,=-3— et G=p,p,=1+9— (1.5pt).
u u u

Donc

1 N 1)6 1)5
I, = weoow (0.5pt)
-3— 1+9—
u Uu

Exercice 3 (8 pts)
Soit H le paraboloide hyperbolique paramétré par f : R? — R3 définie par :

fu,v) = (a(u+v),blu —v),uv)

ol a et b sont des réels non nuls.

1.

Déterminer les points réguliers de H.
Calculons les dérivées partielles de f

fu=(a,b,v) et f, = (a,—b,u) (0.5pt)

ainsi que leurs produit vectoriel f A f, = (b(u +v), —a(u — v), —2ab) (0.5pt). Comme ab # 0,
ce vecteur f, A f, ne peut pas s'annuler. Tout les points de H sont, donc, réguliers. (0.5pt)

Déterminer une équation cartésienne du plan tangent en un point régulier p de H.

Le plan tangent 8 H au point p est engendré par les vecteurs f, et f,, c'est |'ensemble des points
m = (z,y, z) de R tels que le vecteur pihh soit colinéaire a f, et f,. C-a-d, ils existent deux réels
o et 3 tels que pit = afy, + Bf, (0.5pt). Ce qui donne

r—alu+v)=(a+pHa ..(1)
(0.75pt) y—blu—v)=(a—-0)0b ..(2)
z—uv=au+ fv -(3)

La premiére équation nous donne; 8 = — —u — v — a. On remplace dans la deuxiéme, on obtient
a

z Y . T T Y
= — + = — u. En suite (2) implique; f = — — = —
a. 2a + 2h u ( ) phq B 2 2b U .
Finalement, le report de «v et /5 dans (3) nous donne |'équation cartésienne du plan tangent en p :

1 1
%(u +v)x — %(u —v)y—z—uv=0 (0.75pt)



3. On pose a = b =1, calculer la courbure de Gauss de la surface H en un point régulier p.

La premiere forme fondamentale [, de H est définie par la matrice symétrique F oG )

Onaf,=(1,1,v)et f,=(1,—1,u). D'ot E=2+v? F=uv et G=2+u? Donc

2402w
Ip_( . 2+u2) (0.75pt)

de déterminant :  det [, = 4 + 2u® + 207
Le vecteur normal unitaire est donné par

u,v) = fulw,v) A folu, v)
Np(u, ) I fu(tt,0) A folu,v)|

En reprenant les formules ci-dessus, on a : f, A f, = (u+ v, —u + v, —2), de norme

| fu A foll = V4 + 2u? 4 202

donc .
N, = u+v,v—u,—2) (0.5pt
P \/4+2u2+2v2< ) (0-5pt)

Calculons en suite :
fuu = (07070)7 fuv = (0707 1) et fvv = (07070> (0'75pt)

La deuxiéme forme fondamentale :
-2

I = fuu-V =0, m= wo-Np = ,
fua Ny N TR

¢ = fo.N,=0. (0.75pt)

d'on
—2
0 VA4 4 2u? 4 202
]-[p: D + 2u® + 2v
0

VA4 + 2u? + 202

La matrice associée a |'opérateur de forme est S, = [Zjlllp. Ce qui donne

1 24 u? —uwv 1 0 -2
S,=— 0.5pt
P 4+2u2+202( —uv 24‘02)«/4—1—21/?4—21;2(—2 0 > (0.5pt)

Par suite

1 A 9,2
S, — i 2uv ) 4 —2u (0.5pt)
(44 2u? + 202)2 -4 —2v 2uv

La courbure de Gauss est donnée par

4uv? — (44 2u?) (4 + 20?)

.Spt
(4+ 2u? + 2023 (0-5pt)

K =det S, =

Ou encore )



