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Exercice 1 (04 pts).
Soita, b € R et soit la courbe (€) définie par

(Re(2))? n (Im(2)* _

1
a b

(€)=4z€eC:

e Donner une paramétrisation de la courbe (€).
e Calculer I’intégrale de la fonction f(z) = Re(z) le long de la courbe (€).

Exercice 2 (06 pts).
Pour r, R € R4 U {400} tel que r < R on définit I’ensemble A(zp, 7, R) par

A(zo,r,R) ={ze€C: r<|z—z0| <R}.
Soit la fonction f de C\ {1, 3} dans C défie par
B 4z241

)= ——————.
/@) (z=D(Ez-3)
Donner le développement en série de Laurent de la fonction f sur les domaines suivantes
A4(0,1,3), A(0,0,1), A(0,3,+00), A(1,1,2).

Exercice 3 (06pts).
Soit n € N* et € le cercle de centre zéro et de rayon un.

I:¢ —(Z+—) dz
(*@)Z zZ

1 2n
e La fonction — (Z + —) admet-elle une primitif ?
z z

e Déduire la valeur des deux intégrale

2 2
/ (cos(0))?" d#, f (sin(0))?" d6.
0 0

e Calculer I’intégrale

Exercice 4 (04pts).
Pour zg € C le cercle de centre zg et de rayon r est noté €(zg, r). Soit f une fonction développable en série entiere
dans un voisinage de zg € C,.

e Montrer I’existence d’un R > O tel que

f@ 1 f)

o) =20 nl Jeqory (2 —z0)

95 @
C(zo,r) (2 —zo)" T

VneN, Vre€l0;R[: 95
€

e Pourn € Netr €]0; R[ calculer
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Exercice 1 (04 pts).
Soita, b € R et soit la courbe (€) définie par

(Re(2))>  (Im(2))?
+ J—
a b

e Une paramétrisation pour la courbe (€). <«—02.00 pt

On pose x = y/ar cos 0 et y = ~/brsin 6, alors

(Re(2))” | (Im(2))°
=+ =
a b
x =arcos®, y=+~brsinf,r=1 0 €[0;2x]

x =4+/acosf, y= Vbsinf, 6 e [0;27]

(€)=1{zeC:

z€et€ 1, Re(Z)=x, Im(z)=y

—
—
ce qui donne

y(t) = JacosO +i~vbsinb, 6 € [0;2x].
e Calcul de I’intégrale de la fonction f(z) = Re(z) le long de la courbe (€). «—1{02.00 pt

2w

95 f(zydz = ¢ Re(z)dz = Jacos @ d(«/acosb +i\/5sin0)
€ € 0

2r
= / —asin @ cos O + i vab(cos 0)*d6
0

2
2 2
_ [a—(c‘”(@)) +ivap ) i«/@%}
0

27 20) + 1
:/ —asin@cos@+i«/abMd0
0

2
= in\/ﬁ.
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Exercice 2 (06 pts).
Pour r, R € Ry U {+00} tel que r < R on définit I’ensemble A(zg, r, R) par

A(zg, 7, R)={ze€C: r<|z—2z9| <R}.
Soit la fonction f de C\ {1, 3} dans C défie par

2342241

A EE TEEE)

Le développement en série de Laurent de la fonction f.
La division euclidien et la décomposition en élément simple donnent

1714 3 1 37 1
=5 =2 2 [0200pt
O =542+ =3 Ta—1t 23
e Pour A(0, 1, 3). <«—|01.00 pt

Pour z € A(0, 1,3) on obtient 1 < |z| < 3 donc

1 z
—' <let ’—‘ < 1,dou
z 3

17214 3 1 37 1
z—-D(z-3) 221_1 6 1_Z2
z 3
B (+Z°°3 1 )(i"" 37 k)
- k+1 k
im0 2?7 i 6G%)

e Pour 4(0,0,1). <«—|01.00 pt
Pour z € A(0,0,1) ona 0 < |z| < 1,d’ou

17z — 14 3.1 37 1

z-D(E-3) 21—z 2 _%

e Pour 4(0, 3, +00) <—101.00 pt

pour z € A(0, 3, +00) on obtient 3 < |z] < +oodonc 0 < |—| < 1,d’ou
z
7z-14 3 1 37 1
z—D(z-3) 2z 1_1 2z1_§
z
3 +o0 +o00 3k
B Ji" 3 37(3k)) 1
- 2 k+1
! 2 z

2



M.HOUBAD

e Pour A(1,1,2). <«—101.00 pt

Pourz € A(1,1,2) onal < |z — 1] < 2, alors Z; <let <1dou
Z_
17z -14 3 1 37 1
z-D(Ez-3)  2z-1 41_2—1
2

31 37 i" z-1\*
 2z-1 4 2
k=0

+o00
301 37 i
- 52_1—(ZW@‘”)

k=0

Exercice 3 (06pts).
Soit n € N* et € le cercle de centre zéro et de rayon un.

e Calcul de I’intégrale <—102.00 pt

1 1\*" A A B
I = % —(Z+—) dZ:/ 7(619_{__.) de’e
e z z o ¢€t el

2r 2n
1 . a\2n . . .\ 2n
= / — (e"’ - e—"’) ie'dp = / i (e"’ + e_’0> do
0 e 0

27 2n 2 2n
_ i3 Ck, o emitCnh) g / i3 Ck emif@n=20) g
0 k=0 O k=0
2n 27
= iy Ck ( / e~ 10(2n=26) d9)
k=0 0
o 2r Si n=k
= ’Zcfn{ 0 Si nAtk }
k=0
= 2nCj,i

1 1\2"
Existence de la primitif de — ) . «—02.00pt
[ ] Xistence de 1a pI'll’Ill 1 c 2 (Z + Z)

La courbe (€) est fermée est ¢ - (z + —) dz # 0 donc — (Z + —) n’admet pas une primitif.
e z z z z

e Déduction des intégrale

2 2w
f (cos(0))>" d#, / (sin(0))*" d6.
0 0

1 1 2n 2w . \2n
] = ¢ - (Z + _) dz = / i (e’e + e_“g) do =2nC3i
(e) z 0

2 ) o\ 2n 2 elf _|_e—i9 2n 2
/ i(e’9 +e—’9) do = / i2n (E-TC ) gp=ia / (cos 0)2" df
0 0 2 0

Ce qui donne que

On a

Or

2
2
/0 (cos 0)>" df = 4_:an <—101.00 pt

3
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De plus
2n 2 n 2w n
f (sin@)®" do = / ((sin6)?)" do = / (1 —(cos0)?)" do
0 0 0
2r N n 27
= / > CP(=1)P(cos0)*Pdf = Y CP(-1)? / (cos 0)?Pdo
0 ,=0 p=0 0
n
2
- Yericres, [0
p=0
Exercice 4 (04pts).

Pour zg € C le cercle de centre zg et de rayon r est noté €(zg, r). Soit f une fonction développable en série enticre
dans un voisinage de zg € C,.

e Existence d’un R > 0 et formule. <«—102.00 pt
On prend R comme le rayon de convergence de la série entiere

(k)
f@y = Lo g

k!
k>0

pour r €]0; R[ dans le disc fermé D(zg, r) on a la convergence uniforme ce qui donne que

(k) _ k
Vn EN, Vr G]O;R[: ¢ Lﬂdz — ¢ f (ZO) (Z ZO)_H dz
€(z0,r) (Z - ZO)n €(z0,r) k>0 k! (Z - ZO)n
£ ®(z0) 1
D pP—vn L
k! €(z0.r) (2 — z0)"T

k>0
ordanslecasoun +1—k #1ona

95 L gz=o0
—_—_—m Z e

€(z0.r) (2 — z0)"17H

donc il rest un seul cas correspond an + 1 — k = 1 ce qui donne k = n alors

1 (n)
Vi eN, Vrelo:R[: 95 Lﬂdz _ 1 PANCON
€(z0.r) (2 = 20)" n! Je(zo,r (2 = zo)
e Pour n € Netr €]0; R[ on calcule <«—102.00 pt
1 (n)
4 10 i - L4 L0,
€(zo,r) (z —zo)" n! €(z0,r) (z — zo)
™ (z0) 1
—_— —dz
n! €(zp,r) (Z - ZO)
S ™ (z0)
= 2mi——.
n!
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