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Exercice 1 (04 pts).
Soit a; b 2 R�

C
et soit la courbe .C/ définie par

.C/ D

(
z 2 C W

.Re.z//2

a
C
.Im.z//2

b
D 1

)
:

� Donner une paramétrisation de la courbe .C/.
� Calculer l’intégrale de la fonction f .z/ D Re.z/ le long de la courbe .C/.
Exercice 2 (06 pts).
Pour r; R 2 RC [ fC1g tel que r < R on définit l’ensemble A.z0; r; R/ par

A.z0; r; R/ D fz 2 C W r < jz � z0j < Rg :

Soit la fonction f de C n f1; 3g dans C défie par

f .z/ D
z3 C z2 C 1

.z � 1/.z � 3/
:

Donner le développement en série de Laurent de la fonction f sur les domaines suivantes

A.0; 1; 3/; A.0; 0; 1/; A.0; 3;C1/; A.1; 1; 2/:

Exercice 3 (06pts).
Soit n 2 N� et C le cercle de centre zéro et de rayon un.
� Calculer l’intégrale

I D

�
.C/

1

z

�
z C

1

z

�2n
dz

� La fonction
1

z

�
z C

1

z

�2n
admet-elle une primitif ?

� Déduire la valeur des deux intégraleZ 2�

0

.cos.�//2n d�;

Z 2�

0

.sin.�//2n d�:

Exercice 4 (04pts).
Pour z0 2 C le cercle de centre z0 et de rayon r est noté C.z0; r/. Soit f une fonction développable en série entière
dans un voisinage de z0 2 C,.
� Montrer l’existence d’un R > 0 tel que

8n 2 N; 8r 2�0IRŒW
�

C.z0;r/

f .z/

.z � z0/nC1
dz D

1

nŠ

�
C.z0;r/

f .n/.z0/

.z � z0/
dz:

� Pour n 2 N et r 2�0IRŒ calculer �
C.z0;r/

f .z/

.z � z0/nC1
dz:

1
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Exercice 1 (04 pts).
Soit a; b 2 R�

C
et soit la courbe .C/ définie par

.C/ D

(
z 2 C W

.Re.z//2

a
C
.Im.z//2

b
D 1

)
:

� Une paramétrisation pour la courbe .C/.  � 02.00 pt

On pose x D
p
ar cos � et y D

p
br sin � , alors

z 2 C ”
.Re.z//2

a
C
.Im.z//2

b
D 1; Re.Z/ D x; Im.z/ D y

” x D
p
ar cos �; y D

p
br sin �; r D 1 � 2 Œ0I 2��

” x D
p
a cos �; y D

p
b sin �; � 2 Œ0I 2��

ce qui donne


.t/ D
p
a cos � C i

p
b sin �; � 2 Œ0I 2��:

� Calcul de l’intégrale de la fonction f .z/ D Re.z/ le long de la courbe .C/.  � 02.00 pt�
C

f .z/dz D

�
C

Re.z/dz D

Z 2�

0

p
a cos � d.

p
a cos � C i

p
b sin �/

D

Z 2�

0

�a sin � cos � C i
p
ab.cos �/2d�

D

Z 2�

0

�a sin � cos � C i
p
ab

cos.2�/C 1

2
d�

D

"
a

�
cos.�/

�2
2

C i
p
ab

cos.2�/

4
C i
p
ab
�

2

#2�
0

D i�
p
ab:

1
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Exercice 2 (06 pts).
Pour r; R 2 RC [ fC1g tel que r < R on définit l’ensemble A.z0; r; R/ par

A.z0; r; R/ D fz 2 C W r < jz � z0j < Rg :

Soit la fonction f de C n f1; 3g dans C défie par

f .z/ D
z3 C z2 C 1

.z � 1/.z � 3/
:

Le développement en série de Laurent de la fonction f .
La division euclidien et la décomposition en élément simple donnent

f .z/ D 5C z C
17z � 14

.z � 1/.z � 3/
D
3

2

1

z � 1
C
37

2

1

z � 3
:  � 02.00 pt

� Pour A.0; 1; 3/.  � 01.00 pt

Pour z 2 A.0; 1; 3/ on obtient 1 < jzj < 3 donc
ˇ̌̌̌
1

z

ˇ̌̌̌
< 1 et

ˇ̌̌z
3

ˇ̌̌
< 1, d’ou

17z � 14

.z � 1/.z � 3/
D

3

2z

1

1 �
1

z

�
37

6

1

1 �
z

3

D

 
C1X
kD0

3

2

1

zkC1

! 
C1X
kD0

37

6.3k/
zk

!

� Pour A.0; 0; 1/.  � 01.00 pt
Pour z 2 A.0; 0; 1/ on a 0 < jzj < 1, d’ou

17z � 14

.z � 1/.z � 3/
D �

3

2

1

1 � z
�
37

2

1

1 �
z

3

D �
3

2

 
C1X
kD0

zk

!
�
37

2

 
C1X
kD0

�z
3

�k!

D

C1X
kD0

�
�
3

2
�

37

2.3k/

�
zk

� Pour A.0; 3;C1/  � 01.00 pt

pour z 2 A.0; 3;C1/ on obtient 3 < jzj < C1 donc 0 <
ˇ̌̌̌
3

z

ˇ̌̌̌
< 1, d’ou

17z � 14

.z � 1/.z � 3/
D

3

2z

1

1 �
1

z

C
37

2z

1

1 �
3

z

D
3

2z

 
C1X
kD0

1

zk

!
C
37

2z

 
C1X
kD0

3k

zk

!

D

C1X
kD0

 
3

2
C
37.3k/

2

!
1

zkC1

2
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� Pour A.1; 1; 2/.  � 01.00 pt

Pour z 2 A.1; 1; 2/ on a 1 < jz � 1j < 2, alors
ˇ̌̌̌
z � 1

2

ˇ̌̌̌
< 1 et

ˇ̌̌̌
1

z � 1

ˇ̌̌̌
< 1 d’ou

17z � 14

.z � 1/.z � 3/
D

3

2

1

z � 1
�
37

4

1

1 �
z � 1

2

D
3

2

1

z � 1
�
37

4

 
C1X
kD0

�
z � 1

2

�k!

D
3

2

1

z � 1
�

 
C1X
kD0

37

2kC1
.z � 1/k

!

Exercice 3 (06pts).
Soit n 2 N� et C le cercle de centre zéro et de rayon un.

� Calcul de l’intégrale  � 02.00 pt

I D

�
.C/

1

z

�
z C

1

z

�2n
dz D

Z 2�

0

1

ei�

�
ei� C

1

ei�

�2n
d ei�

D

Z 2�

0

1

ei�

�
ei� C e�i�

�2n
iei�d� D

Z 2�

0

i
�
ei� C e�i�

�2n
d�

D

Z 2�

0

i

2nX
kD0

C k2n e
i�ke�i�.2n�k/ d� D

Z 2�

0

i

2nX
kD0

C k2n e
�i�.2n�2k/ d�

D i

2nX
kD0

C k2n

�Z 2�

0

e�i�.2n�2k/ d�

�
D i

2nX
kD0

C k2n

�
2� Si n D k

0 Si n ¤ k

�
D 2�C n2ni

� Existence de la primitif de
1

z

�
z C

1

z

�2n
.  � 02.00 pt

La courbe .C/ est fermée est
�
.C/

1

z

�
z C

1

z

�2n
dz ¤ 0 donc

1

z

�
z C

1

z

�2n
n’admet pas une primitif.

� Déduction des intégrale Z 2�

0

.cos.�//2n d�;

Z 2�

0

.sin.�//2n d�:

On a

I D

�
.C/

1

z

�
z C

1

z

�2n
dz D

Z 2�

0

i
�
ei� C e�i�

�2n
d� D 2�C n2ni

Or Z 2�

0

i
�
ei� C e�i�

�2n
d� D

Z 2�

0

i22n

 
ei� C e�i�

2

!2n
d� D i4n

Z 2�

0

.cos �/2n d�

Ce qui donne que Z 2�

0

.cos �/2n d� D
2�

4n
C n2n:  � 01.00 pt

3
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De plus Z 2�

0

.sin �/2n d� D

Z 2�

0

�
.sin �/2

�n
d� D

Z 2�

0

�
1 � .cos �/2

�n
d�

D

Z 2�

0

nX
pD0

Cpn .�1/
p.cos �/2pd� D

nX
pD0

Cpn .�1/
p

Z 2�

0

.cos �/2pd�

D

nX
pD0

.�1/p
2�

4p
Cpn C

p
2p:  � 01.00 pt

Exercice 4 (04pts).
Pour z0 2 C le cercle de centre z0 et de rayon r est noté C.z0; r/. Soit f une fonction développable en série entière
dans un voisinage de z0 2 C,.

� Existence d’un R > 0 et formule.  � 02.00 pt
On prend R comme le rayon de convergence de la série entière

f .z/ D
X
k�0

f .k/.z0/

kŠ
.z � z0/

k;

pour r 2�0IRŒ dans le disc fermé D.z0; r/ on a la convergence uniforme ce qui donne que

8n 2 N; 8r 2�0IRŒW
�

C.z0;r/

f .z/

.z � z0/nC1
dz D

�
C.z0;r/

X
k�0

f .k/.z0/

kŠ

.z � z0/
k

.z � z0/nC1
dz

D

X
k�0

f .k/.z0/

kŠ

�
C.z0;r/

1

.z � z0/nC1�k
dz

or dans le cas ou nC 1 � k ¤ 1 on a �
C.z0;r/

1

.z � z0/nC1�k
dz D 0

donc il rest un seul cas correspond à nC 1 � k D 1 ce qui donne k D n alors

8n 2 N; 8r 2�0IRŒW
�

C.z0;r/

f .z/

.z � z0/nC1
dz D

1

nŠ

�
C.z0;r/

f .n/.z0/

.z � z0/
dz:

� Pour n 2 N et r 2�0IRŒ on calcule  � 02.00 pt�
C.z0;r/

f .z/

.z � z0/nC1
dz D

1

nŠ

�
C.z0;r/

f .n/.z0/

.z � z0/
dz

D
f .n/.z0/

nŠ

�
C.z0;r/

1

.z � z0/
dz

D 2�i
f .n/.z0/

nŠ
:
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