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L2MATH/TOPOLOGIE Epreuve finale ( Durée 1h30)

Exercice 1(07pts)
Soit(E,J;) un espace topologique tel que:

E=1{01,23} 7; = {9,E,{0},{2,3},{0,2,3}} .

1. Etudier la connexité de (E,T;) . E est-il séparé ?

2. Etudier la connexité des parties A = {0,1,2} et B = {0,2,3}.

Soit (F,Tr) un espace topologique et f une application continue et bijective de E vers F .
3. Montrer que F est fini, connexe et il n’est pas séparé.

4. Calculer B, en déduire que f(B) est dense dans F.

Exercice 2(05 pts)

1. Soit (E,T) un espace topologique séparé et A une partie fermée de E.
Montrer que si E est compact alors A est compacte.

2.Soit {4, ,n € N} une famille de parties compactes de E, montrer que
N,en An €St compacte.

3. Dans l'espace métrique R muni de la distance usuelle, (x,,),ey €St une suite bornée,
On pose pourn=1 U, = {xp,p = n}
a) Montrerque Vn =1 ,U, est borné dans R.
b) Etablir que U,, est compact, en déduire que I'ensemble V des valeurs d’adhérence de la
suite (X,)nen : V= Nyey Uy est compact.

Exercice 3(08pts)

1. Soit I'application f: (R, [.|) — (]—%, g[, l. I) telle que f(x) = Arctan(2x)

Montrer que f est un homéomophisme.

Soit 'application d définie par: Vx,y € R d(x,y) = |Arctan2x — Arctan2yl|.
2. Montrer que d est une distance sur R.

3. Etablir que les distances d et |. | sont topologiquement équivalentes.

4. Montrer que la suite (x,, = n),eyn’est pas de Cauchy dans(R, |.|) mais elle est de Cauchy
dans (R, d) et elle est divergente dans les deux espaces métriques.
les distances d et |. | sont-elles métriquement équivalentes ?

5. Soit 'application N définie sur R par: N(x) = d(x,0) Vx R .
a) Est-ce que N définit une norme sur R ?
b) Soit [|. || une norme sur R telle que ||1]| = 2. Montrer que Vx € R d(x,0) < ||x]|.



Corrige

Exercice 1
1. E={0123} 7 ={0,E {0},{2,3},{0,2,3}}

T = {Q), E, {1},{0,1}, {1,2,3}}, on voit que les seules parties qui sont a la fois ouvertes et
fermées sont : 'ensemble vide et E, alors E est connexe.

En’est pas séparé car Ix,y € E : VU, U, € Jpavec x €Uy ety € U, , Uy NU, # @
pour x=2 et y=3, les ouverts contenant x sont: 2{2,3},{0,2,3},ils contiennent aussiy.

2. A={1,23} T, = {(Z),A, {2,3}} et T,¢ = {(Z),A,{l}} les seules parties qui sont a la fois
ouvertes et fermées sont : 'ensemble vide et A , donc A est connexe.

B=1{0,2,3},7; = {(2), B,{0}, {2,3}} : B = {0} U {2,3} =union de deux ouverts non vides,
donc B n’est pas connexe.

3. fune application continue et bijective de E vers F

E est fini et f est bijective alors f(E) = F et card(E) = card(F)

E est connexe et f est continue alors f(E) est aussi connexe.

E n’est pas séparé et fest continue alors f(E) n’est pas séparé car

Ix=f(2),y=fQB)€F:VV,V, € Travecx € ety €V, V, NV, # 0.
En effet, f est continue alors f~1(V;) et f~(V}, ) sont ouverts dans E tels que

2 € f1(V) et3 € f71(V,) etd’apres la premiére question f~*(V,) N f~1(V,) # @
frVONFIW) =FY Ve nV) %0 AlorsV, NV, # 0.

4.Le plus petit fermé qui contient B est égal 3 E donc B = E ou B est dense dans E.

i f(B) c F évident puisque f(B) estune partie de F.

ii. Onaf(B)=f(E)=F etcommefestcontinue alors f(B) c f(B)
ie F c f(B)
On déduit que f(B) = F autrement dit f (B) est dense dans F.

Exercice 2(06 pts)

1.(01.5pts) 2..(01.5pts) (voir le cours)
3. (X nen €stune suite bornéedansR,vn>1 U, = {xp,p >n} c {x,,n € N}L

a) (xp)neny estbornée ©3Ja € R,r > 0:{x,,n€N}c[a—r,a+7r] alorsU, c [a—71,a + 7]
c-a-d Vn= 1 U, est borné.

b) U,, est fermé et il est déja borné alors c’est un compact de R.
D’apres 2) on déduit que : V=, ¢y U, est un compact car c’est l'intersection infinie de
compacts.



Exercice 3 (08pts)
1.(1.5pts ) f:(R,].]) - (]—%, %[, [ I) telle que f(x) = Arctan(2x)

2

Vx eR, f'(x) = vy

> 0 alors fest strictement croissante donc elle est bijective et sa

tanx
2

réciproque est donnée par f~1(x) = f et f~1 sont continues donc fest un

homéomophisme.

2. (1pt) Vx,y,ze R d(x,y) =] f(x) = f(Y)I

* d(x,y)=0= f(x) = f(y)alors x =y puisque f est bijective.

* dOy)=1f) = fOI=1f)—f)[=d{y,x)

* dx,2)=1f) - f@AI=1f)— fO)+f) - f(2)l
dix,z) < | fGx) = fMI+ | f)—f@) |

Alors d est une distance sur R

3.(1pt) les distances d et |. | sont topologiquement équivalentes si I'application identité est

un homéomophisme.

e Comme f est continue de (R,| |) vers (]—g g[, | I) ,ona

Vx,y ER ,Ve>0,3a,>0,|lx—y|l<a.,=>|f(xX)—f)| =dx,y)<e
Qui signifie aussi que id est continue de (R,| |) vers (R, d).

Oubien |x —y| - 0= d(x,y) - 0.

e Comme f~lest continue de (]—g g[,l I) vers(R,| |)

VX,Y € ]—gg[ Ve>03a>0,IX-YI<a/ 5|00 - fW)|<e
En posant X = f(x) etY = f(y), on obtient
Vx,y ER ,Ve>0,3a,>0,|f(X)—fO)|=dx,y)<a/=|x—y|<e¢

Qui signifie aussi que id 1 est continue de (R, d) vers (R, |.]).

Ou bien dix,y) > 0= |x—y| - 0.

Conclusion : id est un homéomophisme de (R,| |) vers (R,d), d’ou les distances d et
|. [sont topologiquement équivalentes .

4. (03pts)

¢ (0.5pt) La suite (x,, = n),eyn’est pas de Cauchy dans (R,| |) car
3e=1VN €N n>m=Net |x,—x,/=In—m|=>1.

Xn—X
e (1pt) d(x,, x,,) = |arctanx,, — arctanx,,| = |arci:anu
1+xXpXm
n—m n 1
= |arctan | <—=—
1+nm! " nm m

1 1
d(xn,xm)SESS::»mZE



V£>OEIN=E+1] EN n>m=N> d(x,x,) < & Ainsi

est de Cauchy dans (R, d) .
(0.25pt)Alors les distances d et |. | ne sont pas métriquement équivalentes .

e (0.5pt)La suite (x,),ey est divergente dans (R, | |) car lim,_,; X, = +.

e (0.75pt)La suite (x,) ey est divergente dans (R, d), en effet, si on suppose par

absurde

que Al ER: limy, 10Xy, = L © limy,_,d(x,,1) = 0.

L
arctan —=
2+

1L

n-l 1
d(x,,1)== arctan—|= arctan —2| - - |arctan—| =0.
1+nl —+1 l

Alors % = 0 impossible !

Remarque :puisque les deux distances sont topologiquement équivalentes
Alors elles sont simultanément convergentes ou simultanément divergentes.

Si La suite (x,) ey est divergente dans (R,| [)alors elle est divergente dans (R, d),

5.vx€ R N(x) =d(x,0) .
a) (0.75ptN ne définit pas une norme sur R car N(ax) = |arctan2ax| # |a||larctan2x|
Exemple pour x = % eta =2 N(2) =arctan2 # 2arctanl.

b) (0.75pt||. || estune norme sur R avec ||1]| =2 alors Vx € R
x|l = lllx||l = |x|l|1]] = 2]|x|] D’ou Vx € R d(x,0) = |arctan2x| < 2|x| = |Ix] .



