Examen1l Algebre3 Année Universitaire 2021/2022

Exercice 1 On consideére le systeme différentiel suivant :
x' =8x—18y + 27z
(F) {¥' =-3x+Iy—6z
7' = —4x+7y—11z

1) Ecrire (E) sous la forme X’ = AX pour une certaine matrice A d’ordre 3 a coefficients réels qu’on
x(t)
déterminera ol X(t) = | y(¢t) |.
z(t)

1

2) Vérifier que les vecteurs V;= 12 , Vo= , Va= (2) sont vecteurs propres de A associés aux
1 1

valeurs propres 2, — %, et -1. En deéduire une matrice inversible P et une matrice diagonale D tel que

A=PDP7L.

3) On pose X(t) = P Y(t). Montrer que X(t) est solution de (E) si et seulement si les coordonnées u(t),

v(t) et w(t) de Y(t) sont solutions d’un systéme différentiel diagonal.

4) Donner 'expression de Y(t) en résolvant le systeme diaganal et en déduire I'expression de x(t), y(t)

et z(t).

=N WO

5 1 0
Exercice 2 Soit la matrice A= (—4 == IR )
4 8 =2
1) Vérifier que le polyndme caractéristique est P(x) = —(x + 2)(x — 1) et que A n’est pas
diagonalisable.
2) Déterminer les sous espaces propres de A et les sous espaces caractéristiques de A.
3) Montrer que A est semblable a une matrice de la forme

x 0 0
B=(0 v z)
0 0 v

4) Calculer A" pour n entier naturel donné.

Sk
Exercice 3 Soit la matrice A = ( 1 =2 0) et f 'endomorphisme de R3 associé 3 A
— L)

1) Vérifier que le polyndme caractéristique est P(x) = —(x + 1)3

2) Déterminer Ker (A + 1) et Ker (4 + 1)3.

3) Démontrer que f admet un plan stable.

4) Démontrer qu'il existe une base de R? dans laquelle la matrice de f est

-1 1 0
) B= ( R L )
g g 01
5) Trouver la décomposition de Dunford de B puis déduire celle de A.
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