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Contrôle Continu( durée 01h30)

Exercice 1 (07pts)
Dans R;on considère la famille T de parties de R telle que T=

�
?;R; (Un)n2Z

	
avec Un = ]�1; n]
1) Montrer que (R; T )est un espace topologique,est -il séparé?
2) Déterminer tous les fermés dans (R; T ) ;en déduire l�adhérence de Z et
de;N dans (R; T ) : (R; T ) est-il séparable?
3) Soient A=[0; 1] , B=

�p
2;+1

�
[ f0; 1g et C=

�
�1;

p
2
�
:Trouver l�intérieur,

l�adhérence et la frontière de A , B et C dans (R; T ) :
4) Donner les dé�nitions du point isolé et du point d�accumulation d�une
partie de E
Déterminer les points isolés de B et les points d�accumulation de C�A.
4) Déterminer le sous espace topologique (B; TB).

Exercice 2(08pts)
:
On munit l�ensemble E = C ([0; 1] ;R) de la distance d1 et on considère la suite
(fn)n2N�dé�nie par:

fn (x) =

�
n x si 0 � x � 1

n

1 si 1
n
� x � 1

1) Montrer que 8x 2 [0; 1]la suite( fn (x))n2N� est convergente (dans (R; jj) vers
une limite f (x) que l�on déterminera.
Tracer le graphe de fn et de f
2) Calculer d1 (fn; f) ,vérifer que limn!+1 d1 (fn; f) = 0; conclure.
3) Montrer que la suite (fn)n2N� est une suite de Cauchy dans (E; d1),

en déduire que E muni de la distance d1n0est pas complet.
On dé�nit l�application d0 : E � E !R+telle que :

d0 (f; g) =

�
0 si f = g
1 + d1 (f; g) si f 6= g

1) Démontrer que d0 est une distance sur E
:
2) La suite (fn)n2N� est-elle de Cauchy dans (E; d0)?
3) Montrer que si (hn)nest une suite de Cauchy dans (E; d0) alors elle est

stationnaire...
En déduire que (E; d0) est complet.
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Corrigé

Exercice 1

T=
�
?;R; (Un)n2Z

	
avec Un = ]�1; n]

1) 02pts T est une topologie car :
i) ? 2 T;R 2 T

ii) [n2IUn =

8<:
R 2 T si I est in�ni et maxn2I n = +1
UM 2 T si I est in�ni et maxn2I n =M
UM 2 T si I est �ni et maxn2I n =M

la réunion quel-

conque d�ouverts est un ouvert.
iii) \n2IUn = Um avec minn2I n = m l�intersection �nie d�ouverts est un ouvert

(R; T ) est un espace topologique séparé si 8x 6= y 2 R;9n;m 2 Z : x 2 Un; y 2 Um et
Un \ Um = ? ceci est impossible car
8n;m 2 Z : Un \ Um = Umin(n;m) 6= ? Alors(R; T ) n�est pas séparé.
2) 02pts Les fermés dans (R; T ) sont donné par : T c =

�
?;R; (U cn)n2Z

	
avec

U cn = ]n;+1[
L�adhérence de Z est le plus petit fermé contenant Z; Z =R
L�adhérence de N est le plus petit fermé contenant N ; N =U c�1 = ]�1;1[

On remarque que Z =R:alors Z est une partie dense et d�enombrable dans
(R; T ) ;on déduit que (R; T ) est s�eparable:

3) 0225pts I. A =[0; 1]
* L�intérieur de A = plus grand ouvert contenu dans [0; 1] = int(A) = ?
* L�adhérence de A est le plus petit fermé contenant A= A = U c�1 = ]�1;1[
* La frontière de A : Fr(A) = A�int(A) = A:

II B =
�p
2;+1

�
[ f0; 1g

* int B = ?
* B = U c�1 = ]�1;1[
*Fr(B) = B�int(B) = B:

III .C=
�
�1;

p
2
�

* int C= ]�1; 1[
*C = R
*Fr(C) = C�int(C) = [1;+1[

4) (0:75pt) i) Le seul point isolé de B est x = 0 car 9U 2 T U = U0 : U \B = f0g
x = 1 n�est pas point isolé car 8U 2 T : 1 2 U ) U \B � f0; 1g et
8x 2 B� = B � f0g ; 8U 2 T : x 2 U ) U \ B � fxg 6= ? autrement dit tous les
points de B�, . sont des points d�accumulation .

ii) D = C�A = ]�1; 0[ [ ]0; 1[ [
�
1;
p
2
�
; D =R
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8x 2 R; 8n 2 Z Un \ D � fxg 6= ? les réels tous sont des points
d�accumulation de C�A:
4) facultatif(01pt)Déterminer le sous espace topologique (B; TB).TB =

�
?; B; f0g ; f0; 1g ; f0; 1g [

�p
2; n

�
n � 2:

	
Exercice 2(08pts)
:
On munit l�ensemble E = C ([0; 1] ;R) de la distance d1 et on considère la suite
(fn)n2N�dé�nie par:

fn (x)=

�
n x si 0 � x � 1

n

1 si 1
n
� x � 1

1)(01pt)
* limn�!+1 fn (0) = limn�!+10 = 0
* 8x � 0 9N" 2 N : n �N" ) 1

n
� x ,alors limn�!+1 fn (x)=limn�!+11 = 1:

Ainsi limn�!+1fn (x) = f (x)=
�

0 si x = 0
1 si 0 � x � 1

(0:5pt)On remarque que f n�est pas continue au point x=0 car limx�!0+f (x) = 1 6= f (0)
alors f =2 E::
Graphes(01pt)

2) (01pt) d1 (fn; f) =
R 1
0
jfn (x)� f (x)j dx =

R 1
n

0
(1� nx) dx =

h
x� nx2

2

i 1
n

0
= 1

2n

limn!+1 d1 (fn; f) = limn!+1
1
2n
= 0; on conclue que limn�!+1fn = f dans (E; d1) :

3) (01pt)Montrons que la suite (fn)n2N� est une suite de Cauchy dans (E; d1),

8n;m 2 N : n � m d1 (fn; fm)=
R 1
0
jfn (x)� fm (x)j dx =

R 1
n

0
(n�m)xdx+

R 1
m
1
n

1�mxdx =h
(n�m) x2

2

i 1
n

0
+
h
x�mx2

2

i 1
m

1
n

� 1
n
+ 1

2m
� 3

2m

d1 (fn; fm) � ") m � 3
2"
; on déduit:

8" 9N" =
�
3
2"
+ 1
�
: 8n;m 2 N : n � m � N" ) d1 (fn; fm) � " ou limn!+1d1 (fn; fm) = 0

Ainsi la suite (fn)n2N� est de Cauchy dans (E; d1)mais sa limite n�appartient
pas à E alors E muni de la distance d1n0est pas complet.
On dé�nit l�application d0 : E � E !R+telle que :

d0 (f; g) =

�
0 si f = g

1 + d1 (f; g) si f 6= g
1) (01:5pt) d0 est une distance sur E ,en e¤et,
:8f; g; h 2 E
*d0 (f; g) = 0, f = g par dé�nition.(l�identité est véri�ée)

d1 est une distance alors
* d1 (f; g) = d1 (g; f)) d0 (f; g) = d0 (g; f) (la symétrie est véri�ée)
* d1 (f; g) � d1 (f; h)+ d1 (h; g) alors 1+ d1 (f; g) � 1+ d1 (f; h)+ d1 (h; g) � 1+ d1 (f; h)+
1 + d1 (h; g) 1 + d1 (f; h) + 1 + d1 (h; g)
si f = g alors d0 (f; g) = 0 � d0 (f; h) + d0 (h; g) 8h 2 E:

3



si f 6= g , f 6= h h 6= g alors d0 (f; g) = 1 + d1 (f; g) � 1 + d1 (f; h) + 1 + d1 (h; g) =
d
0
(f; h) + d0 (h; g)

si f 6= g , f = h h 6= g alors d0 (f; g) = d0 (h; g) � d0 (f; h)| {z }
0

+ d0 (h; g)

si f 6= g , f 6= h h = g alors d0 (f; g) = d0 (f; h ) � d0 (f; h) + d0 (h; g)| {z }
0

d�où l�inégalité triangulaire est véri�ée)
2) (01pt) 8n;m 2 N : n � m fn 6= fm limm!+1d

0
(fn; fm) = limm!+11 +

d1 (fn; fm) = 1 6= 0
alors (fn)n2N� n�est-pas de Cauchy dans (E; d0) ::
3) (01pt)Si (hn)n � E est une suite de Cauchy dans (E; d0) alors

8" 9N" : 8n;m 2 N : n � m � n0 ) d
0
(hn; hm) � "

si hn 6= hm; d
0
(hn; hm) = 1 + d1 (hn; hm) � 19 0 alors 8n � m � N" hn = hm

autrement dit ,elle est stationnaire donc convergente vers la limite hn0 2 E:
On déduit que toute suite de Cauchy dans (E; d0) convergente dans E.
Alors (E; d0) est complet.
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