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L�usage des calculatrices n�est pas autorisé
Veillez à justi�er soigneusement vos réponses

Il sera tenu compte dans la notation de la présentation de la copie d�examen
Exercice 1
1- Calculer le polynôme de Taylor de degré 2 de la fonction f(x) =

p
1 + x autour de x0 = 0:

On donne q1 =
p
1:0001 = 1:00005, q2 =

p
0:9999 = 0:99995 et

p
1:0001�

p
0:9999 = 0:000 1:

2- A l�aide de ce développement et dans une arithmétique �ottante à 3 chi¤res avec arrondi,
évaluer fl(q1) et fl(q2): Donner le nombre de chi¤res signi�catifs de l�approximation fl(q1).
3- Evaluer l�expression q1 	 q2;indiquer la source potentielle d�erreur et suggérer une autre
façon d�estimer la valeur de cette expression qui garantirait un meilleur comportement vis à
vis des erreurs d�arrondi. Justi�er.
Solution
1-On a

f 0(x) =
1

2
(1 + x)�

1
2 et f 00(x) = �1

4
(1 + x)�

3
2

p2(x) = 1 +
x

2
� x

2

8
2- On prend

x = 0:0001) fl(x) = 0:1� 10�3 ) fl(
x

2
) = 0:5� 10�4

fl(x2) = 0:1� 10�7 et fl(
x2

8
) = fl(

0:1� 10�7
0:8� 10 ) = fl(0:125� 10

�8)

) fl(1 +
x

2
) = fl

�
0:1� 10 + 0:5� 10�4

�
= fl((0:1 + 0:000005)� 10)

= fl((0:100005)� 10) = 0:1� 10

fl(1 +
x

2
� x

2

8
) = fl(0:1� 10� 0:125� 10�8) = 0:1� 10

fl(q1) = 0:1� 10
Maintenant pour calculer fl(q2)
on prend

x = �0:0001) fl(x) = �0:1� 10�3 ) fl(
x

2
) = �0:5� 10�4

fl(x2) = 0:1� 10�7 et fl(
x2

8
) = fl(

0:1� 10�7
0:8� 10 ) = fl(0:125� 10

�8)

) fl(1� x
2
) = fl

�
0:1� 10� 0:5� 10�4

�
= fl((0:1� 0:000005)� 10)

= fl(0:099995� 10) = 0:1� 10

fl(1 +
x

2
� x

2

8
) = fl(0:1� 10� 0:125� 10�8) = 0:1� 10
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Comme

jq1 � fl(q1)j = j1:00005� 0:1� 10j = 0:000 05 = 0:5� 10�4

alors le nombre de chi¤res signi�catifs de l�approximation est 4.
3-

q1 	 q2 = fl(fl(q1)� fl(q2)) = 0
Pour eviter l�erreur d�annulation dûe à la soustraction de nombres voisins, on
pose

p
1:0001�

p
0:9999 =

1:0001� 0:9999p
1:0001 +

p
0:9999

=
0:2� 10�3p

1:0001 +
p
0:9999

fl(
0:2� 10�3p

1:0001 +
p
0:9999

) = fl

�
0:2� 10�3

0:1� 10 + 0:1� 10

�
= 0:1� 10�3

c�est la valeur exacte.
Exercice 2
Soit g l�application dé�nie sur R par g (x) = sin

�
7x+1
8

�
:

1- Montrer que g possède un point �xe unique � dans [��; �] et que les suites dé�nies par
x0 2 [��; �] ; et xn+1 = g(xn) convergent vers �:
2- Donner une condition su¢ sante sur le nombre d�itérations nécessaires pour avoir une
erreur inférieure à 10�p; p entier positif donné.
Solution
1- La fonction g est continue de [��; �] ! [�1; 1] � [��; �] et g0 (x) = 7

8
cos
�
7x+1
8

�
donc

jg0 (x)j � 7
8
< 1;8x 2 [��; �] :

Le théorème de point �xe implique que la fonction g possède un point �xe unique � dans
[��; �] et que les suites dé�nies par x0 2 [��; �] ; et xn+1 = g(xn) convergent vers �:
2- En appliquant la formule

jxn � �j �
kn

1� k jx1 � x0j

comme k = 7
8
alors

jxn � �j � 8
�
7

8

�n
jx1 � x0j

On prend n tel que

8

�
7

8

�n
jx1 � x0j � 10�p:

Alors �
7

8

�n
� 10�p

8 jx1 � x0j
;

et donc

n � �p� log10 (8 jx1 � x0j)
log10

�
7
8

� = � 1

log10 7� log10 8
(p+ log10 jx0 � x1j+ log10 8)

2



Exercice 3
Les questions 1- et 2- sont indépendantes.
1- Démontrer que toute fonction continue f : [0; 1]! [0; 1] a au moins un point �xe.
2- Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I telle que

8x 2 I; 0 < M1 � f 0(x) �M2:

(a) On suppose que f a un zéro sur I. Montrer qu�il est unique.
On se propose de calculer numériquement le zéro de f . Pour cela, on introduit la fonction g
dé�nie par

g(x) = x� �f(x);
où � est un réel strictement positif.
(b) Montrer que g a un seul point �xe dans I.
(c) Montrer que l�on peut choisir � telle que la suite xn dé�nie par x0 donné dans I et
xn+1 = g(xn)8n � 0 converge vers le zéro de f .
(d) Comment choisir � pour garantir une convergence quadratique au moins.
Solution
1- on pose h(x) = f(x)� x la fonction h est continue sur [0; 1]:
Si h(0) = 0 alors f(0) = 0 et donc 0 est un point �xe,
sinon si h(1) = 0 alors f(1) = 1 et donc 1 est un point �xe,
sinon on a f(0) > 0 et f(1) < 1 ce qui implique h(0) > 0 et h(1) < 0; le théorème des valeurs
intermédiaires assure l�existence d�au moins un zéro de la fonction h dans l�intervalle (0; 1)
c�est à dire 9� 2 (0; 1) telle que h(�) = f(�)� � = 0 , f(�) = �; donc � est un point �xe
de f:
2- (a) Nous avons f admet un zéro de f dans I; de plus f est strictement croissante sur I
d�où l�unicité du zéro dans I:
(b)

g(x) = x, x� �f(x) = x, �f(x) = 0, f(x) = 0 car � > 0

d�après la question (a) g a un seul point �xe dans I.
(c) on veut choisir � pour s�assurer d�avoir un point �xe attractif.
Pour tout x 2 I

�1 < g0(x) < 1

�1 < 1� �f 0(x) < 1

�2 < ��f 0(x) < 0

0 < �f 0(x) < 2

0 < � <
2

f 0(x)

maintenant
M1 � f 0(x) �M2
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ce qui implique
2

M2

� 2

f 0(x)
� 2

M1

On peut donc choisir

0 < � <
2

M2

(c) Pour garantir une convergence quadratique il faut choisir � tel que

g0(�) = 0, 1� �f 0(�) = 0, � =
1

f 0 (�)
:

Exercice 4
Soit f dé�ni sur l�intervalle [0; 1] par f(x) = 3x2 � 1. On veut résoudre f(x) = 0.
(a) Trouver le nombre d�étapes de la méthode de bissection nécessaires pour s�assurer que la
solution calculée a une erreur inférieure à 10�6; partant de l�intervalle [0; 1]:
(b) Utilisant la suite xn+1 = g(xn) dé�nie par la méthode de Newton avec x0 proche de
� =

p
3=3; montrer qu�il existe un �n entre � et xn tel que

xn+1 � � =
1

2
g00(�n) (xn � �)

2

(c) Quelles sont les limites:

lim
n!1

jxn+1 � �j
jxn � �j

lim
n!1

jxn+1 � �j
jxn � �j2

lim
n!1

jxn+1 � �j
jxn � �j3

Déduire l�ordre de convergence de la méthode de Newton pour l�approximation de �:
Solution
(a) on sait que

jxn � �j �
b� a
2n

=
1

2n

pour s�assurer que la solution calculée a une erreur inférieure à 10�6 on choisit n tel que

1

2n
� 10�6 , 2n � 106 , n � log2 106

(b) La fonction itérative de la méthode de Newton est

g(x) = x� f(x)

f 0(x)

alors

g0(x) =
f(x)f 00(x)

f 0(x)2
;

et

g00(x) =
f 0(x)3f 00(x) + f(x)f 0(x)2f (3)(x)� 2f 0(x)f 00(x)2f(x)

f 0(x)4
:

au point x = �
g0(�) = 0
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et

g00(�) =
f 00(�)

f 0(�)
=
1

�
=
p
3:

En utilisant le développement de Taylor, il existe � entre � et x tel que

g (x) = g (�) + g0(�) (x� �) + 1
2
g00(�) (x� �)2

= �+
1

2
g00(�) (x� �)2

= �+
1

2
g00(�) (x� �)2

pour x = xn;il existe �n entre � et xn tel que

g(xn) = �+
1

2
g00(�n) (xn � �)

2

alors
xn+1 � � =

1

2
g00(�n) (xn � �)

2

(c) En utilisant (b)

lim
n!1

jxn+1 � �j
jxn � �j2

= lim
n!1

1

2
jg00(�n)j =

1

2
jg00(�)j =

p
3

2
:

Il en découle alors

lim
n!1

jxn+1 � �j
jxn � �j

= lim
n!1

jxn+1 � �j
jxn � �j2

jxn � �j = 0

et

lim
n!1

jxn+1 � �j
jxn � �j3

= lim
n!1

jxn+1 � �j
jxn � �j2

1

jxn � �j
= +1:
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