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Analyse2

Fiche de TD 2 : Développements limités

Exercice 1. Soit f : [0,+∞[→ R une fonction dé�nie par f(x) = ln(1 + x).
1) Écrire la formule de Taylor-Lagrange avec un reste à l'ordre 4.
2) En déduire que 7

12
≤ ln(2) ≤ 157

192
.

Exercice 2. I) Calculer les développements limités à l'ordre 4 au voisinage de 0 des fonctions
suivantes

1)f(x) =
1

1− x
− ex, 2)f(x) = sin(x) cos(2x),

3)f(x) = ln

(
sin(x)

x

)
, 4)f(x) = ln(1 + sinh(x))

II) Calculer le développement limité des fonctions suivantes

1)f(x) =
√
x au voisinage de 2 à l'ordre 3

2)f(x) = cos(x) au voisinage de
π

6
à l'ordre 3.

Exercice 3. En utilisant le développement limité, calculer les limites suivantes

1) lim
x→0

1− cos(x)

sin(x)
, 2) lim

x→0

(1 + x)
1
x − e

x
, 3) lim

x→+∞
(1 +

7

x
)x

4) lim
x→0

(
1

x

)tan(x)

, 5) lim
x→0

ex
2 − cos(x)

x2
, 6) lim

x→0

ex − e−x − 2x

x− sin(x)
.

Exercice 4. 1) Donner le développement limité à l'ordre 4 a voisinage de 0 de x→ ln(cos(x)).

2) En déduire la limite suivante lim
x→0

(cos(x))
1
x

3) Donner l'équation de la tangente T à la courbe de f telle que f(x) = ln(cos(x)) − 2
1+x

en
x = 0 et préciser la position de T par rapport à la courbe au point 0.

Exercice 5. Soit f la fonction dé�nie pour tout x ∈ R par

f(x) =
√
1 + x+ x2.

1) Déterminer le développement limité à l'ordre 2 au voisinage de 0.

2) En déduire l'équation de la tangente à la courbe de f au point d'abscisse x = 0 et la
position de la courbe de f par rapport à la tangente.



Exercice 6. ( Facultatif) En utilisant la formule de Taylor-Lagrange avec un reste à l'ordre 2,
montrer que 0.01 est une valeur approchée de sin(0.01) à 5× 10−5 près.

Exercice 7. (Facultatif) Soit f une fonction deux fois continûment dérivable en tout point de
R.
1)En utilisant la formule de Taylor, calculer

lim
h→0

f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
.

2) Si on suppose que la fonction f véri�e

f(x) + f(y) ≥ 2f(
x+ y

2
), x, y ∈ R,

alors, montrer que f ′ est croissante.
3) En utilisant le théorème des accroisements �nis, montrer la réciproque de la question 2).

Exercice 8. (Facultatif)
1)Écrire la formule de Tayolor-Lagrange à l'ordre 3 au voisinage de 0 pour la fonction x 7→
sin(x).

2) Calculer lim
x→0

sin(x)− x
x2

.

3) Montrer que

∀x ≥ 0, x− x3

6
≤ sin(x) ≤ x− x3

6
+

x5

120
.

Exercice 9. (Facultatif)
Calculer le développement limité au voisnage de 0 à l'ordre 4 des fonctions suivantes

1)f(x) =
ln(1 + x)

1 + x
, 2)f(x) =

√
1− x+

√
1 + x, 3)f(x) = (x3 + 1)

√
1− x,

4)f(x) = ln3(1 + x), 5)f(x) = esin(x), 6)f(x) =

(
sin(x)

x

)2

Exercice 10. (Facultatif)
Calculer les limites suivantes

1) lim
x→0

(
a1/x + b1/x + c1/x

3

)x

, 2) lim
x→0

arctan(x)− sin(x)

tan(x)− arcsin(x)
, 3) lim

x→π
2

(cos(x))
π
2
−x,

4) lim
x→0

cot(x)− sin(x)

tan(x)− arcsin(x)
, 5) lim

x→0

ln(cos(3x))

ln(cos(3x))
, 6) lim

x→+∞

(
cosh(

1

x2
)

)x2

Exercice 11. (Facultatif)
Soit f la fonction dé�nie par x 7→ f(x) = 2x+ sin(x).
1) Déterminer un développement limité de f à l'ordre 3 au voisinage de 0.
2) Montrer que f est une bijection et que sa fonction réciproque f−1 est de classe C3. En
déduire que f−1 à un développement limité à l'ordre 3.
3) On note f−1(x) = a0+a1x+a2x

2+a3x
3+◦(x3) le développement limité de f−1 au voisinage

de 0.
Déterminer a0, a1, a2 et a3.


