Faculté des sciences *** 1ére Année MI 2021-2022.
Module : Algébre 2 / 4éme série de TD. (Les matrices)

etC:(

AB, BA, A'B, A'C' et OB.

Exercice 01 : Soient A, B et C des matrices définies par :

2
1

PSS

3
4 -1

Calculer tous les produits possibles :

ol A! désigne la transposée de A.

Solution : (1) A€ M3 et B € Mj,, donc AB existe avec :

-1 2 5 2 3 -5
AB = 3 7 1 1 7| = 12
4 2 4 -1 4 6
(2) B € M35 et A € Ms3, donc BA n’existe pas.
(3) A€ M33et'B e My, donc A'B n’existe pas.
(4) A€ M3z et 'C € Mss, donc A'C existe avec :
-1 2 5 2 4
AlC=1 3 71 1 4
4 2 4 5
(5) C € Mys et B € Ms,, donc CB existe avec :
3
2 -1 3 O
CB = ( 7
4 4 5 1 4 ) 7

Exercice 02 : Soit M une matrice définie par :

-3 2 2
M=| -2 5 4
1 -5 —4

(1) Calculer : M3 +2M? — M — 21, ou I est la matrice unité.

2 -1 3

4 4

31
62

29
45
44

5

)



(2) Calculer : det M et déduire si M est inversible.
(3) Déterminer I'inverse de M par deux méthodes.
(4) Reésoudre le systéme suivant :

—3r+2y+2z=1
—2x+5y+4z=7
r—05y —4z= -8

Solution : (1)

-3 2 2 -3 2 2 7 —6 —6
M? = -2 5 4 -2 5 4 =10 1 0
1 -5 —4 1 -5 —4 3 -3 -2

7 —6 —6 -3 2 2 —15 14 14

M = MM=|0 1 0 -2 5 4 = -2 5 14

3 -3 -2 1 -5 —4 -5 1 2

Donc :

M2 +2M? — M — 21

15 14 14 7 -6 —6 3 2 2 100
(2 5 4 )+2[0 1 o |-[-25 4 ]-2[010
5 1 2 3 -3 -2 1 -5 —4 00 1
00 0
~ (000
00 0
(2)
3 2 2
detM = | -2 5 4:—3‘_55_44‘—2‘_12_44‘ '_12_55‘
1 -5 4

= —3(-20+20)—2(8—4)+2(10—-5)=2.
det M # 0 = M est inversible.
(3) 1lére méthode :

-3 2 2 0 —4 5
comM = -2 5 4 -2 10 -13
1 -5 —4 -2 8 -11
B 0o -2 =2
= M1l= comM =—-1 —4 10 8
det 5 —13 —11
0o -1 -1
= -2 5 4
5 -13 11
2 2 2



2éme méthode :

M3 +2M? — M —2I = 0+~ matrice nulle d’ordre 3
1 1
= M3+2M2—M:2]:>§M3+M2—§M:I

1 1
= M §(M2—|—2M—])} = [5 (M*+2M —I)|M =1
1
= M'==(M?>+2M—1
5 (M7 + )
1 7 —6 —6 -3 2 2 100
= 3 0 1 0 +2| -2 5 4 -1 010
3 -3 -2 1 -5 —4 0 0 1
0o -1 -1
= -2 5 4
5 13 -1
2 2 2
(4)
—3r+2y+2z=1
—2x+dy+42=7 & MX =B,
r—oy —4z = —8
sachant que :
T 1
X=1uv et B = 7 ,
z -8
donc :
0o -1 -1 1 1
X=M7'B=| -2 5 4 7T =11
I AT VARE
iter dans le cours)
1 2 -1
Calculer l'inverse de la matrice A = [ -1 2 3 par la méthode de GAUSS et par la
4 5 2

notion de la comatrice.



Solution : (1) (a) par la méthode de GAUSS.

Type d’opération sur la ligne (L;) | A — I—
Ly 1 2 -1 1 00
Lo -1 2 3 010
Ls 4 5 2 0 01
Ly 1 2 -1 1 00
Lo+ L4 0 4 2 1 10
Ly —414 0 -3 6 -4 0 1
Ll_%LZ 1 0 -2 % —% 0
0 4 2 1 1 0
Ls+ 3L, 00 L —11?13 % 14
Li+ Lo 010 BB 5
L2_%L3 0 0 1 _15)_3 1§5 115
R
Ly 01 0 % g _15L — A1
5, 0l LA A
15 1510 15
(b) par la notion de la comatrice :
1 2 -1
detA=| -1 2 3
4 5 2
R IR InEE
5 2 4 2 4 5
=—-11+28+413=30#0,
alors :
—11 14 —-13
comA = -9 6 3
8 -2 4
- _9 8
-1 1t e ¢ 3
= A mcomA( % 3 30
B 3 4
ST 30 30 30
-ATS _1_75% i} _lli )
15 10 15

iter dans le cours) On considére 'application linéaire définie par :

f @ RP=R?
(l’,y,Z) = f(x,y,z)z(2$—y+z,3x—y—z,4m+y+2’)

(1) Trouver la matrice M associée a f relativement & la base canonique B de R? .

: _ 3 _ _ _
1 — ) ) - y T Ly T4 ) - y Uy T -
(2) Soit By = {uq,us, ug} une base de R® avec u; = (2,—1,—-2), up = (1,0,—1) et us

(3,1,2) .



a) Trouver la matrice de passage P de la base canonique de R? & la base B.

1

b) Si V est de composantes | —1 | dans la base canonique, déterminer alors les com-
3
posantes de V' dans la base B;.

c) Trouver la matrice N associée a [ relativement a la base Bj.
Solution :

(1) Trouvons la matrice M associée & f relativement & la base canonique B de R3 .

f(el) = (273’4)7]0 (62) = (_1’ -1, 1) et f(€3) = (17 -1, 1)7

alors :
f(el)f(€2>f<€3)
2 -1 1 e1
M=13 -1 -1 e
4 1 1 €3

(2) Soit By = {uy,us,u3} une base de R?* avec u; = (2, —1,—-2), uy = (1,0,—1) et uz =
(3, 1,2).

a) Trouvons la matrice de passage P de la base canonique de R3 & la base B.

Uy Uz U3

2 1 3 €1
P=1| -1 0 1 €2
-2 -1 2 e3
1
b) Si V est de composantes | —1 | dans la base canonique, déterminons alors les com-
3
posantes de V' dans la base B;.
Vi, = P! Vg,
calculons alors la matrice inverse de P :
1 3 2 1
det P = —(-1) 1 2‘—1'_2 _1’ 5—0=5,
la comatrice est :
1 0 1 1 =5 1
comP=1 -5 10 0 | ='(comP)=1 0 10 -5
1 =51 1 0 1
I 1 1
-1 1t -1 > b
= P~ = 445 (com P)= P~' = (1) 2 —11 :
1 1 5,005 9
5 1 3 1 5
=Vg =P 'Vg=|0 2 -1 -1 |1=1 -5
199 1 3 4
5 5 5



¢) Trouvons la matrice N associée & f relativement a la base Bj.

Lf1 s 2 —1 1 2 1 3
N = pt'mMp==(0 10 -5 3 -1 —1 -1 0 1
S\1 0 1 41 1 2 1 9
(1 -5 1 3.1 7 - 88
~ 2|0 10 =5 94 6 |= & =z _i
\1 0 1 53 15 §4 2

Exercice 05 : On considére 'application linéaire définie par :

f : R*=R?
(z,y) — [f(z,y)=(z,9,2+y).
Soient By = {ey, ea} et B3 = {uy, us, u3} les bases canoniques de R? et R3 respectivement.
(1) Donner la matrice M associée & f relativement aux bases B, et Bs.

(2) Soient Cy = {v1, vo} une base de R? avec v; = (1,1), v (

1= 1 1 0) et 03 {wl,wg,w3}
une base de R3, avec w; = (0,1,3), wy = (—1,0,1) et 2

(=2,-1,0).
a) Trouver la matrice de passage P de la base B a la base Cs.
b) Déterminer la matrice de passage () de la base Bs a la base Cj.

1

c) Si V est de composantes | 5 | dans la base Bz, déterminer alors les composantes de
2
V dans la base Cs.

d) Trouver la matrice N associée & f relativement aux bases Cy et Cj.

Solution :

(1) Donnons la matrice M associée a f relativement aux bases B et Bs.

/ (61) - f(l,O) = (1707 1) et f(62) =f (07 1) = (07 L, 1)

alors :
f(€1) f (62)
. 10 Uy
M= 0 1 (%)
1 1 us

(2) Soient Cy = {vy, vo} une base de R? avec v; = (1,1), vy = (—1,0) et C3 = {wy, wy, w3}
une base de R?

avec wy = (0,1,3), we = (—1,0,1) et w3 = (—2,—1,0).



a) Trouvons la matrice de passage P de la base By a la base Cs.
V1 Vg
P = 1 -1 €1
1 0 €9
b) Déterminons la matrice de passage () de la base Bs a la base Cj.

wp w2 W3

. 0 -1 -2 Ui
Q a 1 0 -1 U9
3 1 0 us
1
c) Si V est de composantes | 5 | dans la base Bz, déterminons alors les composantes
2
de V dans la base Cs.
Vo, = Q*IVBS.
Calculons alors la matrice inverse de @) :
1 -1 10
detQ—l‘ - '—2’ 2 1 ‘_3—2_1,
la comatrice est :
1 -3 1 1 -2 1
com@Q=| -2 6 =3 |='(com@Q)=1]| -3 6 -2
1 -2 1 1 -3 1
1 -2 1
= Q7 =g omQ=Q = =3 6 -2
1 -3 1
1 -2 1 1 -7
Voo =Q W, = -3 6 —2 5 1= 23
1 -3 1 2 —12

d) Trouvons la matrice N associée a f relativement aux bases Csy, Cj :

N (f Cy,C3) = Q'MP

1 -2 1 10
= -3 6 -2 0 1 (} _01>
1 -3 1 11
2 -1 L1
= -5 4 -
2 -2
1 -2
= -1 5
0 -2




Exercice 06 : Dans l'espace vectoriel R3 [X], on considére 'application linéaire suivante :

f o Ry[X] — R3[X]
1 1

P — f(P)=P(0)X*+ P (0)X*+ 5P” (0) X + 6P"’ (0).

(1) Ecrire la matrice A associée a f dans la base canonique C' de Rj [X].

(2) Soit C" = { Py, P5, P3, P,} une autre base de R3 [X] avec P, = 2, P, = 1+ X, P
—2X + X?et P, =2X%2+ X3

a) Trouver la matrice de passage M de la base C a la base C".
b) Déterminer la matrice de passage N de la base C’ a la base C.
c¢) Trouver les composantes du polynome Q = 1 — X + 2X?2 4+ 5X3 dans C puis dans C".
d) Trouver la matrice B associée a f relativement a la base C'.
Solution : Dans 'espace vectoriel R3 [X], on considére 'application linéaire suivante:
[ Re[X] — Ry [X]

P +— f(P)=P(0)X*+ P (0)X*+ %P” (0) X + éP”’ (0).

Remarque :

La base canonique de Ry [X] est {1, X, X?} et la base canonique de R3 [X] est {1, X, X? X3} .

(1) La matrice associée & f dans la base canonique C' = {e1, €9, €3, 4} telle que :
e =1,e0 =X, e3 = X?et ey :X3,

f(H=X3=0x1)+(0x X)+(0x X?)+(1x X3),
f(X):X2 (0% 1)+ (0 x X) + (1 x X2) + (0 x X3),
F(X)=X=(0x1)+(1xX)+(0x X?)+(0x X3)
f(X3)—1—(1><1)—|—(O><X)—|—(0><X2) (0 x X3),

donc la matrice associée a f dans la base canonique C' est :

F)fX)F(X2) f(XP)

Y

0 001 el
A= 0010 €2
0100 es
1 000 €4

(2) Soient C" = { Py, P, P5, Py} une base de R3 [X] avec P, = 2, P, = 1+ X, P3 = —2X+X?
et P4 :2X2—|—X3



a) Trouvons la matrice de passage M de la base C' & la base C".

PP, P3Py
21 0 0 €1
M = 01 =20 €2
0 0 1 2 €3
00 0 1 €4

b) Déterminons la matrice de passage N de la base C' a la base C.

lére méthode :
N=M"1

2éme méthode :

P=2P=1+XP=—-2X+X?et P, =2X%+ X3,

alors :
1
P1 = 21 =€ épl’
1
P2 = €1+€2:>€2:P2—€1:—§P1+P2,
P = —2€2+63:>€3:P3+262:P3+2P2—P1,

P, = 2e34+e,=>e4=Py—2e3=P,—2P;— 4P, + 2P,

alors la matrice de passage N de la base C’ a la base C est :

€1 €2 €3 €4

% —% —1 2 PU1
N = 0 1 2 —4 P

0 0 1 -2 P

0 0 0 1 Py

Sachant que N est exactement M ~! qu’on peut la calculer par la méthode de GAUSS
ou la notion de la comatrice.

c¢) Trouvons les composantes de Q = 1 — X + 2X? + 5X3 dans C puis dans C".
i) Dans la base C' :



ii) Dans la base C” :

2 2 (L
Voo = NVe=14 ¢ 1 _o 9
0 0 0 1 5

1 -1 —2 4 1 9

_1fo 2 4 -8 -1 | | -17

~ 210 0 2 -4 2 - -8

0 0 0 2 5 5

d) Trouvons la matrice B la matrice associée a f relativement a C".

B(f,C") = M 'AM = NAM

-1 -1 2 0001 2
o 1 —4 0010 0
o o0 1 -2 0100 0

00 0 1 1000 0

1 -1 -1 2 00 0 1
o 1 2 —4 00 1 2
o o0 1 -2 01 -20

0 0 0 1 21 0 0

113
| -8 =2 -3 2
| 4 -1 -2 0

2 1 0 0

10

O O = =

_= N OO



