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Module : Algébre 2 / 3éme série de TD. (Les espaces vectoriels)

Exercice 01 : Les sous-ensembles suivants sont-ils des s.e.v?

(DA = {(z,2°);2 € R} (2)B={(z,az+b);x € R}, a et b sont des parametres réels.
3)C = {(z,y);zeRyeR*+y* <1},

(4) D = {fe€E;f(0)=f(0)= 0}.(F; = F(R,R) 'ensemble des fonctions dérivables)
(5)G = {PeR,[X]/ P =3}.

1)F # () — Voir I'élément neutre
Rappel : ' C F & 2)\Vuq,us € Fyuy +ug € F.
e 3)WVu € F.Va € R,au € F.

(1) A={(x,2?) ;2 € R} C R? n’est pas un sous espace vectoriel car :

(2,4),(3,9) € A mais (2,4) +(3,9) = (5,13) ¢ A.

ou bien (une autre méthode)

u(l,1)=(1,1*),a =3 = au = (3,3) ¢ A.

(2) B={(z,ax +b);z € R} C R
x =0+« (0,0) € B? mais (0,a x 0+b) = (0,b)
lercas: Sib# 0on a (0,0) ¢ B alors B n’est pas un sous espace vectoriel car tout s.e.v doit
contenir 1’élément neutre de ’espace.
2¢me cas : Sib=0alors: B = {(z,ax);x € R}.

a) (0,0)=(0,ax0)€B =B +0.

b) Siwug,us € B = uy = (x1,ax1) et ug = (r2,ax2) = ug+ug = | 21 + 9, a(x; + 22) | €
S Y—

X
B.

c) Siu e BjaeR=au= | az  alaz) | € B.
X X

Conclusion: B est un sous espace vectoriel de R? dans le cas ou b = 0.



(3) C={(z,y);r € R,y € R 22 + y* < 1} n’est pas un s.e.v de R?car :

lére méthode :
u1(0,1), u2(1,0) € C, mais u; +us(1,1) ¢ C (1* + 1> =2 > 1)

2¢éme méthode :
(1,0) € C mais 4 x (1,0) = (4,0) ¢ C. (4*+0* =4 > 1)

(9) D=A{f€ E1;f(0)=f(0)=0}.(Ey = F(R,R) ’ensemble des fonctions dérivables)

a) Pour la fonction nulle fy (z) = 0,Vx € R, on a :
fo(0)=/f3(0)=0=foeD=D#a.

b) Soient f; et fo € D alors :

(fi+ f2)(0) = f1(0) + f2(0) =0
N

——~
=0 =0
et
(fi + 1£3) (0) = £1(0) + £ (0) =0,
=0 =0
alors :
f1 + f2 eD.

c) Soient f € D et a € R alors :

~
=0
et
(af')(0) = ax f'(0) =0,
=0
alors :
af €D.
Conclusion :
D C E;.

(10) G ={P € R, [z] /P' = 3} n’est pas un s.e.v car :
Le polynome nul Py (Vz € R, py () = 0) n’appartient pas a G car P} =0 # 3.

Exercice 02 :

(1) Ecrire le vecteur v = (1,—2,5) comme combinaison linéaire des vecteurs :

o= (1,1,1), 05 = (1,2,3) et vs = (2,—1,1).
C’est-a-dire écrire le vecteur v en fonction des vecteurs vy, vy et v3?
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existe-il des constantes aq, as, a3 € R tel que :
v = U + Qa9 + aigvg?

(17 _275) = (L 17 1) + Qg (17273) + ag (27 _17 1)

= (1,-2,5) = (a1 + o + 203, a1 + 202 — a3, a1 + 3ag + as)
1= (651 + (%) + 20[3(1)

= —22041+2062—043....(2)
5= oy + 30&2 + Oég(g)

(2) + (3) et2><(2)+(1):>{

= a1 = —6,ay =3 et ag =2,

2051 + 5&2 =3
30(1 + 5&2 =-3

donc :
v = —6v; + 3vg + 2v3.

(2) Ecrire le vecteur u = (2, —5,3) comme combinaison linéaire des vecteurs :

uy = (1,-3,2),us = (2,-6,1) et ug = (1,-5,7).

day, ag, a3z € R tel que : u = ajuy + asus + agus.

(2,-5,3) = a1 (1,-3,2) + a2 (2,—6,1) + a3 (1,—5,7)
2 = + 20&2 —f- 043(]_)

= —5 = —3a; — 6ay — 5&3(2)
3 =21 + as + Tasz....(3)

(1) +(2)+(3) = —3as +3a3 =0 = ay = as,

(2) +3x (1) = 203 =1= = —1 = as,
$a1:2+%:%,
d’ou :
T 1 1
’U—2U1 2U/2 2u3.

(3) Dans E = R, [X] I'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 2 et a
coefficients réels, les vecteurs suivants forment-ils une famille génératrice de E7

Dans tous les cas F' est formé par les vecteurs donnés.

a) P=2X?-3X+1let Q=X +2.
b) P=2X%—5 Q=7X et R=3X2+4,
OP=1,0=Xet R=X (X —1).

dimRy [X] = 3etcardF =2 = cardF < dimR, [X]

= F n’est pas une famille génératrice.



b) P1:2X2—5,P2:7X6tP3:3X2+4.

{P, Py, P3} est une famille génératrice de F, équivalent a dire que :

VP € FE,daq,as, a3 € R tel que : P = a1 P + as Py + azPs,

donc :
P=aX?+bX +c=01(2X*—5)+ aa (7TX) + a3 (3X% +4)
= aX?+0X + ¢ = (201 + 3a3) X? + (Tag) X + (—bay + 4as)
a = 2a; + 3as... (1)
== b= "Tay
c = —ba; +4as... (3)
5% (1)+2x (3) = az = 5 (5a + 2¢).
4x (1) =3%(2) = a1 =5 (4a—3c) et ap = L.
Ce qui implique que {P;, P, Ps} est une famille génératrice de E.
b) {P,Q, R} est une famille génératrice de F <

VM € E,Jaq, s, a3 € R tel que : M = a1 P + apQ + a3R,
donc :

M = aX?+bX +c=a;+amX +asX (X —1)
= aX?+bX +e=asX?+ (g —a3) X + oy
= ap=c,az=aetay=0b+a.

Ce qui implique que {P, @, R} est une famille génératrice de F.

Exercice 03 : (1) Dans R*, Soient les vecteurs e; = (1,2,3,4) et e; = (1, 2,3, —4).

Peut-on déterminer = et y pour que (z,1,y,1) € Vect{es,es}? pour que (z,1,1,y) €
Vect{er,ex}?

(2) a) Soit a un nombre réel. Pour quelles valeurs de a, les vecteurs :
v = (1,2,a),v2 = (2,1,a) et v3 = (3a,0,1),
forment-ils une famille libre de R3?
b) Discuter suivant les valeurs de a, la dimension de A = Vect {vy,vq, v3}.
(3) Dans F(R,R), montrer que les familles suivantes sont libres :

Fy ={x,e"}, Fy = {z,sinz} et F3 = {sinz,cosx}.

Exercice 04 : R[X] le R-espace vectoriel des polynomes a coeflicients réels et Pj le sous-ensemble de
R [X] tel que P; = {P € R[X]|/deg P < 3}.

(1) Montrer que P3 est un sous-espace vectoriel de R [X].

olent les polyndmes J)p = 1,001 =1 — X, Qs = X — et ()3 = — .
2) Soi 1 1 Q 1,Q 1-X,Q X—-X?etQ X2 - X3
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a) Verifier que By = {Qo, @1, @2, @3} est une base de Ps.
b) Déterminer les coordonnées du polynéme P =1+ 5X — 3X? — X3 dans la base Bs.

Exercice 05 : Soient:

E = {(a,b,c) €R3;a:c},E2: {(a,b,c) €R3;a+b—|—c:0} et F3 ={(0,0,¢);c € R}.

(1) Montrer que E; avec i = 1,2,3 sont des s.e.v de R3.
(2) Montrer que R? = E} + Ey,R3 = Ey + E3 et R® = B} + Es.
(3) Dans quel cas la somme est-elle directe?

Exercice 06 : Dans R? on considére les sous ensembles suivants :

Ey={(a+0b,b—3a,a) e R*/ a,b € R} et By = {(c,—2¢,c) e R*/ c € R}.

(1) Montrer que E; et E; sont des s.e.v de R3.

* Montrons que E; est un s.e.v de R3.
i) (0,0,0)=(04+0,0—3x0,0) € B, = E, + 2.
11) ‘v’ul (a1 + bl, bl — 3&1, (ll) , Ug (CLQ + bQ, bg — 3(12, CLQ) .

Uy + Ug = ((a1 +CL2) + (bl + bg) , (bl + b2) — 3((11 + CLQ) , (a1 +CL2)) € E1
iii) Voo € Ryu (a + b,b — 3a,a) :
au = ((aa) + (ab), (ab) — 3 (aa) , (aa)) € E;.

Conclusion :
E, C R

s.e.v

* Montrons que Es est un s.e.v de R3.
) (0,0,0) = (0,—2 % 0,0) € Ey = Es # &.
11) ‘v’ul (Cl, —261, Cl> , Ug (Cg, —262, 62) .

uy +uz = ((c1 + ), —2(c1 + c2), (¢1 + ¢2)) € Fy

iil) Voo € R, u (¢, —2¢, ¢) :
au = ((ac), =2 (ac), (ac)) € Es.

Conclusion :
Ey, C R3.

S.e.v



(2) Déterminons une base B; de F; et une base By de Fs.

* Déterminons une base B; de E; :

Yu € Ej,u=(a+bb—3a,a)
= (a,—3a,a) + (b,0,0)
= a(l1,-3,1)+0(1,1,0)
Vl V2
= {V1,V2} est une famille génératrice de E;
ou dire {Vi,V5} engendre Ej.

IL suffit de vérifier que {V;, V4} est libre?

alVi+aVy = (0,0,0)
= a;(1,-3,1) 4+ a2 (1,1,0) = (0,0,0)
= (a1 + az,as — 3ay,a1) = (0,0,0)
a1 +ay =0
= as —3a7 =0
a; =0

= a1 =ay;=0
= {Vi,Va} est libre
= By ={V1,V5} est une base de E;.

* Déterminons une base By de Fs :

Yu € Eyu=(c,—2c,c)
= ¢(1,-2,1)
—_——
V3
= {V3} est une famille génératrice de Es
ou dire {V3} engendre Fj.
= {V3} est une une base de Es

(3) En déduire dim E; et dim FEs.
dim F, = card B; =2 et dim Ey = card By = 1.
(4) Montrer que R?® = F; + E.
* Montrons que : F; + Fy C R3?

EyCR}et B CR*= E; + Fy C R3.

* Montrons que : R3 C E; + E,? c’est-a-dire :

Vu € R3 = u € Fy + Ey?



Soit u € R3, alors :

(1) = (3)
(2)
3% (3) + (4)

Donc :

4

A S

(x,y,2) = (a+b,b—3a,a) + (¢, —2¢, ¢)
(a+b+c,b—3a—2c,a+c)

a+b+c=ux.(1)
b—3a—2c=y..(2)

a+c=z..(3)
b=2x—z.
—3a—2c=y—x+2..(4)
c=y—x+4z

a=z—(y—x+42)=—-y+a—3z.

(#,9,2) = (F-(—wt+d)+w—z] v -2 -3z (y—r+42)],[z - (y - v +42)])

"

J

-

S

+\([y—a:—|—4z],—2[y—x+4z],[y—x—|—4z])

Conclusion :

Rappel :

-~

S5

R®=E, + E,.

u € B+ FEy < duyp € By, uy € Es tel que @ u = uy + us.

Déduire si la somme est directe ou non.

* Vérifions si :

i)??D”:

i)”c”:

Ey N By ={(0,0,0)}.

(0,0,0) € E; et (0,0,0) € Ey = (0,0,0) € Ey N Es.

Soit u €

=

4

Pl

EiNEy,y=ue FE etuc ks
u=(a+0b,b—3a,a) = (c,—2¢,c)

a+b=c..(1)
b—3a=—2c..(2)
a=c..(3)

b=0= —3a=—2cet —3a=—-3c
a=c=0

u=1(0,0,0).

EyNEy, C {(0,0,0)}
EiNEy=1{(0,0,0)}.



Puisque :
Rg = E1 + E2
et
EyNEy;={(0,0,0)}.

ou dire :
dimR? = dim F; + dim F,
et
EiNEy;={(0,0,0)}.

Alors la somme est directe c¢’est-a-dire :
RS == El @ Eg.
Ou dire que E; et E, sont supplémentaires dans R3.

Exercice 07 : Dans Rg [X] espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou

égala 8. Onpose: By ={P e Rg[X] / P(0)=0},E,={PecRg[X] /VX R, P(X)=P(—X)

Ei={PeRs[X] /| P(X)=-P(-X)}.

(1) Montrer que Ey, Ep et E; sont des s.e.v de Rg [X].
* Montron que : Ej est un s.e.v de Rg [X].
On pose :

Py (X)=0,VX € R ( le polynome nul).
I)PO(O):0:>P0€E0:>E07£@
ii)VPl,P2€E0:>P1(0):P2(0)=0,a10rs:

—— N~

=0 =0
ili) Vo € R,VP € Ej :

(aP)(X)=ax P(X)=0= aP € E,

* Montron que : E, est un s.e.v de Rg [X].
) VX €R, Py (X) =Py (—X) =0= P € B,
11) \V/Phpg GEPZ>P1(X) :P1<—X) et PQ(X) :PQ(—X),alorS:

(Pi+P)(X) = P(X)+ P (X)
= P(-X)+P(-X)=(P+P)(—X)
= P+ P € E,.

iii) Vo € R,VP € E, :
(aP)(X)=aP(X)=aP(—X)=(aP)(—X) = aP € E,.

8
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* Montron que : F; est un s.e.v de Rg [X].
HDVXeR R(X)=-F(-X)=0= F c E,.
11) \V/P1,P2 ek, =P (X) =-P (—X) et PQ(X) = —PQ(—X), alors :

(P+ ) (X) = P(X)+PR(X)
= —P(-X)-PR(-X)=—(P+ P)(-X)
= P+PckE;.

iii) Vo € R,VP € E; :

(aP) (X) = aP (X) = a[-P(-X)] = — (aP) (—=X) = aP € E..

Montrons que : Rg [X]| = Ey+ E, et Ry [X]| = E; + E,.
* Montrons que : Ry [X] = Ey + E,?
” D7 Montrons que : Ey+ E, C Rg [X]?

E()CRE;[X] etEpCRg[X]on—i—EpCRg[X]

” C” Montrons que : Rg [X] C Ey+ E,?

VP eRg[X]= P(X)= ag +aX +asX?+...+agX®
~—~ N ~~ o

EEp S

car si on pose :

et

Pl(X):ao,VXER:>P1(—X):P1(X):a0=>P1GEp,

Po(X)=a1 X +aX?+..+agX®= P (0)=0= P, € Ey.

* Montrons que : Ry [X] = E, + E;?
” D7 Montrons que : E, + E; C Rg [X]?

” C 7 Montrons que : Rg [X] C E, + E;7

VP € Rg[X]= P(X)=ao+ a1 X +asX*+ ...+ agX®
= ao+ X’ + a X'+ 06X’ + a5 X® + a1 X + a3 X° 4+ a5 X° + a7 X7

€EB, €E;

car si on pose :

et

P (X) = ap+agX?®+ asX* +agX® + agX®
= Pl(—X):Pl(X):>P1€Ep,

Po(X)=a1 X +a3sX? +asX° + - X" = P (-X)=-P,(X)=> P € E,.



(3) Dans quel cas la somme est directe?
ler cas : La somme est directe si et seulemnt si :
Ry [X]=Eo+ E,
et
EO ﬁ Ep == {Po}
Vérifions si: Ey N E, C {Fp}?
Soit P € EyN E, alors :

PeEyet PeE,= P(0)=0et P(—X)=P(X),VX €R,

alors le polynome nul F, n’est pas le seul qui vérifie ces deux conditions, par exemple
on prend le plynoéme P (X) = X2, donc :

EyNE, # {Py} = La somme n’est pas directe.

2éme cas : La somme est directe si et seulemnt si :

Rs[X]=E,+ E;
et
EmeZ :{P()}

Vérifions si : E, N E; C {Fp}?
Soit P € E, N E; alors :

P € E,etPeE,=P(-X)=P(X)etP(-X)=—-P(X),VXeR
= PX)=-P(X),VXeR

P(X)=0,VX € R (qui est F)

E,NE;, ={P} car {Fh} C E,NE;,

La somme est directe.

R

Exercice 08 : (1) Dans R?, déterminer une base et un supplémentaire des sous-espaces vectoriels
suivants :

a) Fy =vect{u,v,w} ot u=(-2,4,1),v(1,2,1) et w=(—3,2,0).
b) Fy ={(z,y,2) € R¥/3x —y + 32 =0} .
(2) Déterminer un supplémentaire de G3 = vect {us} avec ugz (2,1, 1).

Solution : Rappel : La notation :

Fi = wect{u,v,w} est le sous espace engendré par les vecteurs u, v, w.
ou écrire Fy = lin{u,v,w}.

a) Fy =vect{u,v,w}onu=(-2,4,1),v(1,2,1) et w=(-3,2,0).
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lére méthode : Vérifions si les vecteurs {u, v, w} sont libres?

Soient vy, g, i3 € R, aju + agv + azw = (0,0,0)
= a1 (—2,4,1)+ a2 (1,2,1) + a3(—3,2,0) = (0,0,0)
—201 + ag — 3a3 =0
4o + 200 4+ 2a3 = 0
a1+ ay=0=a; = —as
{ 3an — 3a3 =0
—2a9 + 23 =0

Y

=
= (g = (¥3 avec ;] = —0g

= (aq,09,03) = (—ag,az,a0) = as (—1,1,1), a0 € R".
=

les vecteurs {u,v,w} sont liés.

Alors {u,v,w} n’est pas une base de Fj. Donc :

aju+ av+azw = (0,0,0) & —agu + v + asw = (0,0,0)
as (—u+v+w) =(0,0,0) = Ogs.
(—u+v+w)=(0,0,0)

U=0v+w

Fy = vect {u,v,w}

Fy = vect {v+ w,v,w}

Fy = vect{v,w}.

S N

Vérifions si les vecteurs {v,w} sont libres?

Soient ap, a0 € R, v 4+ asw = (0,0,0)
= a1 (1,2,1) + as (—3,2,0) = (0,0,0)
ap — 309 =0
201 + 209 =0
a;=0=ay=0

4

{v,w} est une famille libre.
By = {v,w} est une base de Fj.

4

2¢éme méthode :
Veérifions si {u, v, w} est libre ou non?
u=(-2,4,1),v(1,2,1) et w = (-3,2,0)

On remarque que :

u—v=w= {u,v,w} estlite = F; = Vect{u,v},
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Veérifions si les vecteurs {u, v} sont libres?

aju + agv = (0,0,0)
= o (=2,4,1) + as (1,2,1) = (0,0,0)
= (—20&1 + g, 4aq + 20, a1 + 062) = (0,0,0)
—2041 + Qg = 0
= 40&1—}—2@2:0
o)+ g = 0
= o] =—0g = 2009+ =0
:>3042:0:>042:Ck1:0,

ce qui implique que {u,v} est une famille libre donc une base d’ou :

Déterminons un s.e.v (G; supplémentaire a F; dans R3.
Rappel : F} et G, sont supplémentaire dans R? si et seulement si :

dim F; +dim Gy = dimR? = 3
Fl N Gl - {ORS} .
On a:
dim F} + dim G; = dimR®* =3 = dim G, = 1 = G; = Vect {n}.
Cherchons un vecteur n avec F; NGy = {(0,0,0)} c’est a dire n ¢ Fi,
mais :
F, = Vect{u,v} ={au+ pfv,a, B € R}
= {(2a+ 5,40+ 26,0+ ), 0,8 € R},

par exemple pour @ = [ = 1 on trouve le vecteur (—1,6,2) € F; donc on peut prendre le
vecteur (0,6,2) ¢ Fy, avec :

Gy =Vect{n} =Vk € G1,k = Xn, n=(0,6,2).

car si :
s € INGi=seFietsedG;
s = (“2a+p,4a+28,a+ ) et s = (0,6, 2N)
—2a+ 3 =0...(1)
= da+ 20 = 6X...(2)
a+=2x.(3)
donc :

2)-3x@3) = a-f=0=a=0% a=0
= [f=0et A\=0,
= u=(0,0,0).

Conclusion : F} & G, = R3.
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b) Fy ={(z,y,2) € R¥/3x —y + 32 =0} .

3r—y+32=0=y=3r+3z2

= Fy ={(z,3x + 3z,2) Jx,z € R}

= Fy = {(x,32,0) + (0,32, 2) /x,z € R}

= Fy={2(1,3,0)+ 2(0,3,1) /2, € R}

= Fy = Vect {uy,us} avec u; (1,3,0) et up (0,3,1),

Veérifions si {uy,us} est libre?

Q1U1 + QaUug = (O, 0, 0)

— a1 (1,3,0) + as (0,3,1) = (0,0,0)
= (@1, 3o + 3, OZQ) = (0, 0, 0)

= 01 = Qg = 0,

ce qui implique que {uy,us} est une famille libre donc une base de Fy d’ou :

Déterminons un s.e.v Gy supplémentaire de F, dans R3.
On a:

dim F, +dim Gy = dimR? = 3 = dim Gy = 1 = G5 = vect {w,} .

Cherchons un vecteur ws avec F» N Gy = {(0,0,0)} c’est a dire wy ¢ Fy,
mais :
Fy ={(z,3v 4+ 3z2,2) Jz,z € R},

par exemple pour x = z = 1 on trouve le vecteur (1,6,1) € F,, donc on peut prendre le
vecteur (1,0,1) ¢ Fy, avec :

Go = Vect{wy},we = (1,0,1).

car si :
Yy € FgmngyEFgetyEGg
= y=(x,3x+32,2) et u=(\0,1)
r=A.(1)
= 3z +32=0...(2)
z=A..(3)
donc :

(1),(2) et (3) = 6A=0=X=0
= z=y=0=u=(0,0,0).

Conclusion : Fy, ® Gy = R3.

(2) Déterminons un supplémentaire de G3 = Vect {us} avec uz (2,1,1).

On a:
dlmG3 = ]_,
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de plus :
dim F3 + dim G3 = dimR® = 3 = dim F3 = 2 = F3 = vect {wy, w} .

Cherchons deux vecteurs {wq,wy} libre avec F3 N G3 = {(0,0,0)} c’est a dire wy ¢ G5 et
wy ¢ G3 mais :

Gs =Vect{us} ={a(2,1,1) Ja € R} = {(2a,a,a) /x € R},

par exemple pour @ = 1 on trouve le vecteur (2,1,1) donc on peut prendre le vecteur
wy (2,1,0) et wy (0, 1,1) sachant que wy, we ¢ Gavec donc :

F3 = Vect{wy,ws}, avec wy (2,1,0) et wy (0,1,1),
sachant que {w, wy} est une famille libre car :
ajwy + apwe = 0 = (201, a1 + az,az) = (0,0,0) = a3 = ap = 0.
Donc {wy,wy} est une famille libre est libre donc une base de F3. Donc :
dim F3 + dim G5 = dim R?.
Veérifions si F3 N Gs = {(0,0,0)}?

Soite € F3NG3=e€ FyetecGs
= e= (201,01 + ag, ) et e = (2A, A\, \)
2000 =22 = a1 = A
= apta=A=22=A=>XA=0=¢=(0,0,0)
=,

Conclusion : F3 ® G5 = R3.
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