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Module : Algébre 2 / 3éme série de TD. (Les espaces vectoriels)

Exercice 01 : Les sous-ensembles suivants sont-ils des s.e.v de R2?

(DA = {(z,2°);2 € R} (2)B={(z,ax+b);2 €R}, a et b sont des parametres réels.
(3)C = {(z,y);zeRyeR*+y* <1}.
(4) By = {f € E;f(0)=f(0)= 0}.(F, = F(R,R) 'ensemble des fonctions dérivables)
(5) Exo = {P€eR,[X]/ P =3}.

Exercice 02 :

(1) Ecrire le vecteur v = (1,—2,5) comme combinaison linéaire des vecteurs :
V1 = (]_, 1, 1) , Uy = (]., 2,3) et vz = (2, —]_, ].) .
(2) Ecrire le vecteur u = (2, —5,3) comme combinaison linéaire des vecteurs :
u = (1,-3,2),us = (2,-6,1) et ug = (1,-5,7).

(3) Dans E = R, [X] I'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 2 et a
coefficients réels, les vecteurs suivants forment-ils une famille génératrice?
a) P=2X?-5 Q=7Xet R=3X%+4.
HP=1,0=Xet R=X(X—-1).

Exercice 03 : (1) Dans R*, Soient les vecteurs e; = (1,2,3,4) et e; = (1, -2, 3, —4).

Peut-on déterminer = et y pour que (z,1,y,1) € Vect{es,e2}? pour que (z,1,1,y) €
Vect{ey,es}?

(2) a) Soit a un nombre réel. Pour quelles valeurs de a, les vecteurs :
v1 = (1,2,a),v2 = (2,1,a) et v3 = (3a,0,1),
forment-ils une famille libre de R3?
b) Discuter suivant les valeurs de a, la dimension de A = Vect {v1,vq, v3}.
(3) Dans F(R,R), montrer que les familles suivantes sont libres :

Fy ={x,e"}, Fy ={z,sinz} et Fy5 = {sinz,cosz}.



Exercice 04 : R[X] le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels et P le sous-ensemble de
R[X] tel que P; = {P € R[X]|/deg P < 3}.

) Montrer que P3 est un sous-espace vectoriel de R [X].
) Soient les polynéomes Qy =1,Q; =1— X, Q, = X — X? et Q3 = X? — X3,
a) Verifier que By = {Qo, Q1, @2, @3} est une base de Ps.
) Déterminer les coordonnées du polynéme P =1+ 5X — 3X? — X3 dans la base Bs.

Exercice 05 : Soient:

E = {(a,b,c) €R3;a:c},E2: {(a,b,c) €R3;a+b—|—c:0} et F3 ={(0,0,¢);c e R}.

(1) Montrer que E; avec i = 1,2,3 sont des s.e.v de R3.
(2) Montrer que R® = F| + E5,R® = Fy + E3 et R® = E| + Es.

(3) Dans quel cas la somme est-elle directe?

Exercice 06 : (Supplémentaire) Dans R? on considére les sous ensembles suivants :

B ={(a+bb—3a,a) € R®/ a,b € R} et By = {(c,~2¢,c) e R®/ c € R}.

1) Montrer que E; et E, sont des s.e.v de R3.

2) Déterminer une base B; de E; et une base By de Fjs.

(1)
(2)
(3) En déduire dim E; et dim Es.
(4) Montrer que R?® = F; + E.
(5)
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Déduire si la somme est directe ou non.

Exercice 07 : Dans Rg [X] I'espace vectoriel des polyndomes a coefficients réels de degré inférieur ou
égala 8. Onpose: By ={P e Rg[X] / P(0)=0},E,={PecRg[X]| /VXER, P(X)=P(-X)}
E,={PeRs[X]| /P(X)=—-P(—-X)}.

(1) Montrer que Fy, Ep et E; sont des s.e.v de R3.
(2) Montrer que : Rg [X] = Ey + E, et Ry [X]| = E; + E,.
(3) Dans quel cas la somme est directe?

Exercice 08 : (1) Dans R?, déterminer une base et un supplémentaire des sous-espaces vectoriels
suivants :

a) Fy =wvect{u,v,w}onu=(-2,4,1),v(1,2,1) et w=(-3,2,0).
b) Fy ={(x,y,2) € R®/3z —y + 32 =0} .

(2) Déterminer un supplémentaire de G3 = vect {us} avec ugz (2,1, 1).



