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Exercice 1. ( 5 Pts). On se propose de calculer I =
∫ π
0

x sin(x)
1+cos2(x)

dx.

1) Montrer que

I =

∫ π

0

(π − u) sin(u)
1 + cos2(u)

du.

2) En déduire que

I =
π

2

∫ π

0

sin(u)

1 + cos2(u)
du.

3) Calculer la valeur de I.

Exercice 2. ( 5 Pts)
1) Déterminer sur ]0,+∞[,

J =

∫
dx

x(1 + x2)
.

2) En déduire la primitive suivante

J0 =

∫
arctan(x)

x2
dx.

Exercice 3. ( 5 Pts).
On considère la fonction

f(x) = arctan

(
1

x+ 1

)
+ arctan

(
x

x+ 2

)
.

1) Déterminer l'ensemble de dé�nition Df .

2) Montrer que
∀x ∈ Df , f ′(x) = 0.

3)En déduire la valeur de

a = arctan(
1

2
) + arctan(

1

3
)

Exercice 4. ( 5 Pts).
On considère la fonction

f(x) =
1− e−x

√
1 + x

1 + x2
.

1) Déterminer le développement limité à l'ordre 2 au voisinage de 0 de f.

2) En déduire

lim
x→0

(1− e−x
√
1 + x) sin(x)

x2(1 + x2)

On donne :

(1 + x)α = 1 +
α

1!
x+

α(α− 1)

2!
x2 + ...+

α(α− 1)...(α− n+ 1)

n!
xn + xnε(x), α ∈ R.
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Exercice 1. ( 5 Pts).
On a

I =

∫ π

0

x sin(x)

1 + cos2(x)
dx.

1) Montrons que I =
∫ π
0

(π−u) sin(u)
1+cos2(u)

du.

Posons x = π − u, alors dx = −du. (0.25 Pt)
Si x = 0, alors u = π et si x = π, alors u = 0. (0.5 Pt)
Donc,

I = −
∫ 0

π

(π − u) sin(π − u)
1 + cos2(π − u)

du. (0.5Pt)

Sachant que
sin(π − u) = sin(π) cos(u)− sin(u) cos(u) = sin(u) (0.5Pt)

et
cos(π − u) = cos(π) cos(u) + sin(π) sin(u) = − cos(u), (0.5Pt)

alors

I =

∫ π

0

(π − u) sin(u)
1 + cos2(u)

du. (0.25Pt)

2) On a

2I =

∫ π

0

x sin(x)

1 + cos2(x)
dx+

∫ π

0

(π − x) sin(x)
1 + cos2(x)

dx (0.25Pt)

= π

∫ π

0

sin(x)

1 + cos2(x)
dx⇒ I =

π

2

∫ π

0

sin(x)

1 + cos2(x)
dx. (0.25Pt)

3) On a

I =
π

2

∫ π

0

sin(x)

1 + cos2(x)
dx.

Posons t = cos(x), alors dt = − sin(x)dx. (0.5 Pt)
Remarquons que pour x = 0, on a t = 1 et pour x = π, on a t = −1. (0.5 Pt)
Ainsi,

I = −π
2

∫ −1
1

dt

1 + t2

=
π

2

∫ 1

−1

dt

1 + t2
=
π

2
[arctan(t)]1−1 (0.5Pt)

=
π

2
(arctan(1)− arctan(−1)) = π

2
(
π

4
+
π

4
) =

π2

4
. (0.5Pt)



Exercice 2. ( 5 Pts).
1) On a

1

x(1 + x2)
=
a

x
+
bx+ c

x2 + 1
=

(a+ b)x2 + cx+ a

x(1 + x2)
.

Par identi�cation,
a = 1, b = −1 et c = 0.

Donc,
1

x(1 + x2)
=

1

x
− x

x2 + 1
. (1Pt)

Ainsi,

J =

∫
dx

x
−
∫

xdx

x2 + 1

=

∫
dx

x
− 1

2

∫
2xdx

x2 + 1
= ln(x)− 1

2
ln(x2 + 1) + c, c ∈ R. (1.5Pts)

2) On utilise une intégration par partie (
∫
UV ′ = UV −

∫
U ′V ). (0.5 Pt)

On pose {
U(x) = arctan(x)⇒ U ′(x) = 1

x2+1

V ′(x) = 1
x2
⇒ V (x) = − 1

x

(1Pt)

Ainsi, ∫
arctan(x)

x2
dx = −1

x
arctan(x) +

∫
dx

x(1 + x2)
(0.5Pt)

= −1

x
arctan(x) + ln(x)− 1

2
ln(x2 + 1) + c (0.5Pt)

Exercice 3. ( 5 Pts).
1) Sachant que arctan(t) est bien dé�nie pour t ∈ R, alors on remarque que la fonction f est dé�nie
sur R \ {−1,−2}.
Ainsi,

Df =]−∞,−2[∪]− 2,−1[∪]− 1,+∞[. (0.5Pt)

2) On a

∀x ∈ Df , f ′(x) =

(
arctan(

1

1 + x
)

)′
+

(
arctan(

x

x+ 2
)

)′
=

( 1
x+1

)′

1 + ( 1
x+1

)2
+

( x
x+2

)′

1 + ( x
x+2

)2
(1Pt)

=
−1

2 + x2 + 2x
+

2

2x2 + 4x+ 4
=
−2x2 − 4x− 4 + 4 + 2x2 + 4x

(2 + x2 + 2x)(2x2 + 4x+ 4)
= 0. (2Pts)

3) Puisque ∀x ∈ Df , f ′(x) = 0, alors ceci veut dire que f est constante. (0.5 Pt) En particulier,
pour x = 0,

f(0) = arctan(1) + arctan(0) =
π

4
. (0.5Pt)

Donc,

a = f(1) = arctan(
1

2
) + arctan(

1

3
) =

π

4
. (0.5Pt)

Exercice 4. ( 5 Pts). 1) On a au voisinage de 0 les développements suivants

e−x = 1− x+ x2

2
+ o(x2), (0.5Pt)

√
1 + x = 1 +

x

2
− x2

8
+ o(x2), (0.5Pt)



1

1 + x2
= 1− x2 + o(x2). (0.5Pt)

Alors,

e−x
√
1 + x = (1− x+ x2

2
+ o(x2))(1 +

x

2
− x2

8
+ o(x2))

= 1− x

2
− x2

8
+ o(x2). (1Pt)

Ainsi,
1− e−x

√
1 + x

1 + x2
= (1− x2 + o(x2))(

x

2
+
x2

8
+ o(x2))

=
x

2
+
x2

8
+ o(x2). (1Pt)

2) On sait qu'au voisinage de 0, on a sin(x) = x+ o(x2). (0.5 Pt) Alors,(
1− e−x

√
1 + x

1 + x2

)(
sin(x)

x2

)
=

(
x

2
+
x2

8
+ o(x2)

)(
x+ o(x2)

x2

)

=
1

2
+
x

8
+ o(x). (0.5Pt)

Ainsi,

lim
x→0

(1− e−x
√
1 + x) sin(x)

x2(1 + x2)
= lim

x→0

(
1

2
+
x

8
+ o(x)

)
=

1

2
. (0.5Pt)


	ratt_Analyse2_21_22
	C_ratt_Analyse2_21_22

