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Rattrapge Algébre 2 - Ml - 2021-2022. Durée : 1TH30mn.
L'usage de la calculatrice est strictement interdit.
Exercice 01 : (10 points) Dans R* on considére les ensembles suivants :
Ei = {(a,b,c) € R*2a+3b—5c = 0} et E2 = {(a,b,c) € R¥/4a—-3h =0et2b—-3c =0}.

(1) (2 points) Montrer que E; est un sous-espace vectoriel de R3.

(1) (3 points) Sachant que E, est lui méme un sous-espace vectoriel de R3.
Déterminer une base B, de E; et une base B, de E».

(2) (0.5 point) En déduire dimE; et dimE».
(3) (2 points) Montrer que R* = E; + E,.
(4) (2.5 points) Déduire si la somme est directe ou non.

Exercice 02 : (10 points) On considére I'application linéaire définie par :
f: R 5 RS

(xay) Hf(xay) = (2x3 3x -y, X + 5)’)
Soient B, = {ej,e,} et By = {u1,us,u3} les bases canoniques de R? et R?
respectivement.

(1) (1.5 point) Donner la matrice M associée a f relativement aux bases B, et B;.

(2) Soient C, = {vi,v2} une famille de R? avec v| = (2,1), v» = (-1,3) et
C; = {w1,w2,w3} une famille de R3?, avec w; = (0,1,-3), wy = (-2,1,1) et
w3 = (_27_134)'

a) (2.5 points) Montrer que C, et C; sont deux bases de R? et R? respectivement.
b) (1 point) Trouver la matrice de passage P, de la base B, a la base C».
c) (1 point) Trouver la matrice de passage P, de la base B3 a la base Cs.

1
d) (2 points) Si VVest de composantes | 5 | dans la base B;, déterminer alors

2
les composantes de V' dans la base Cs.
e) (2 points) Trouver la matrice N associée a frelativement aux bases C; et Cs.

Bon courage.
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Rattrapge Algébre 2 - Ml - 2021-2022. Durée : 1TH30mn.
L'usage de la calculatrice est strictement interdit.
Exercice 01 : (10 points) Dans R* on considére les ensembles suivants :
Ei = {(a,b,c) € R*2a+3b—5c = 0} et E2 = {(a,b,c) € R¥/4a—-3h =0et2b—-3c =0}.

‘+'|

(1) (Total : 2 points) Montrer que E; est un sous-espace vectoriel de R3.
Pour E; :
2a+3h-5c = 0o a= b+ 2c

2 2
= E| = {(%b+%c,b,0) e R3/b,c € [R}.

i) (0.5 point) (0,0,0) = (2 x0+2x0,0,0) € E) = E, = Q.

II) (075 point) Si Vi,V € Ei=>v = <_T3b1 + %Cl,b1,01> et
vy = (‘2—3b2 + %Cz,bz,Q)

= Vvit+vy = (%(bl +by) + %(Cl +Cz),(b1 +b2),(6‘1 +Cz)> e E.

iii) (0.75 point) Siv € Ei,a € R = av = (F(ab) + 3(ac),(ab),(ac)) € E\.
Conclusion : E; est un sous-espace vectoriel de R3.

(2) Sachant que E; est lui méme un sous-espace vectoriel de R3.

a) (Total : 2 points) Déterminons une base B, de E; et une base B, de E».
Ey = {(a,b,c) € R¥4a—-3b=0et2b—-3c =0}

_3 -2
a—4betc 3b

uekE >u= (%b+ %c,b,c) = b(—%,l,O) +c<%,0,1>,
alors By = {(-%,1,0),(3,0,1) } engendre E; (1 point) , mais :

a(-3,1,0) + B($,0,1) = (0,0,0)

0.5 point
= (‘%a+%ﬂ,a,ﬁ) = (0,0,0) > a=f =0, ( point)

alors les deux vecteurs de B, sont linéairements indépendants (ou utiliser le déterminant
mineur).
Ce qui implique que B, = {(-2,1,0),(3,0,1)} (0.5 point) est une base de E,.
b) (Total : 1 point)
Ey = {(a,b,c) € R¥4a—-3b =0et2b—-3c =0}

_3 -2
a—4betc 3b

ueEr=u=(3b0b%0)=5(31,2)

alors B, = {(3,1,%)} engendre E,, mais :



a(%,l,%) = (0,0,0) = a = 0,

ce qui implique que B> = {(2,1,2)} est une base de E; (ou directement
sans passer par libre).
(2) (Total : 0.5 point) En déduire dimE, et dimE>.
dimE; =2 et dimE, = 1. (0.5 point)

Remarque : La détermination des deux dimensions avec un raisonnement
complétement faux dans la premiére question implique un zéro.

(3) (Total : 2 points) Montrons que R3 = E| + E».
a) "S"E, < R3 et E, R3 = E,.+FE, R3.(0.5 pomt)

b) " <"Soit:
3 _ —(_3,.3 3 2 i
ueRd = u=(xyz) = ( Sa+ zﬁ,a,ﬁ) + (4/1,1, 3/1),(0.5 point)
ce qui implique que:
— 3 5 3
x-—7a+7,8+7). x.}_%y:%ﬁ_F%A
y=a+A = s
Z=ﬁ+?1
z=ﬁ+%/l

3,535,171
:>x+2y 2z 12/1

=
a=y- B (s dr-39)
= ﬁzz—%(yﬁ—%y—%z) (1 point)

L= (e dr- 5.

= ue E +E,
d’ou :
R3 = E,+E>.
(4) (Total : 2.5 points) Déduire si la somme est directe ou non.
a) (0.5 point)
dimE; =2 et dimE, = 1,
= dimE;| + dimE, = 3 = dimR?3 = 3,
ou bien on a:

R3 = E| + E,.

b)i) {(0,0,0)} < E; nE; car E; et E, sont deux sous espaces vectoriels. (0.5
point)



ii) Deplussi:u € E; n E; alors : (1 point)
u= (—%a + %ﬁ,a,/}) etu= (%A,A,%A)

—da+3pB=
= a=A =a=0=1=0,
B =12

= EinE; ={0,0,0)}.

Donc : (0.5 point)
R3 = E\+E;
El ﬁEZ = {(090,0)}:

{ dimE, + dimE, = dimR3

ou bien :

E1 ﬁEQ = {(0,0,0)},
ce qui implique que la somme est directe (R? = E; @ E»).
Exercice 02 : (10 points) On considére I'application linéaire définie par :
f: R? 5 RS

(an’) Hf(xay) = (2X, 3x -y, X + 5)’)
Soient B, = {ej,e,} et By = {u1,us,u3} les bases canoniques de R? et R?
respectivement.
(1) (Total : 1.5 point) Donner la matrice M associée a f relativement aux bases
B> et Bs.
fler) = f(1,0) = (2,3,1) et flex) = f(0,1) = (0,—1,5) (0.25+0.25 point)

alors :
Aei)fie2)
2 0 ui 5z .
M = s .(0.25 chaque colonne)+ (0.5 sur I'écriture des vecteurs)
1 5 u3
(2) Soient C, = {vi,v»} une famille de R? avec v, = (2,1), v, = (-1,3) et
C {Wl,WQ,W3} une famille de R?, avec w; = (0,1,-3), w, = (-2,1,1) et
(-2

—1,4).

a) (Total : 2.5 points) Montrer que C, et C; sont deux bases de R? et R?
respectivement.

i) Ona:
2 -1
1 3

‘ =7 # 0 = {vi,v,} est une famille libre de R2.(0.5point)

De plus :
dimR? = 2 = cardC, = C, est une base de R?.(0.5 point)



0o -2 =2
1 1 -1 |=-6#0= {wi,wy,ws} estune famille libre de R%.(1point)
-3 1 4

De plus :

dimR3 = 3 = cardC; = C3 est une base de R2.(0.5 point)

b) (Total : 1 point) Trouver la matrice de passage P, de la base B, a la base C,.

Vi V2

1 3 e

P = ( P > e; .(0.25 chaque colonne)+ (0.5 sur I'écriture des vecteurs)

c) (Total : 1 point) Trouver la matrice de passage P, de la base B3 a la base Cs.
w1 Wy Wwjs
0o -2 2
0= Lo “ .(0.5 point)+ (0.5 sur I'écriture des vecteurs)

-3 1 4 us

1
d) (Total : 2 points) Si J/ est de composantes | 5 | dans la base B3,
2
déterminer alors les composantes de ¥ dans la base Cs.
Ve, = O, (0.25 point)
Calculons alors la matrice inverse de QO :

-2 =2 -2 =2
detQ = -1 -3 = —6,(0.25 point)
4 1 -1
la comatrice est :
5 -1 4 5 6 4
comQ=| 6 -6 6 |[(0.5point) =’ (comQ)=| -1 -6 =2
4 =2 2 4 6 2
5 6 4
= Q' = deth l(com Q) =>Q0'=-%| -1 -6 -2 [(0.25 point)
4 6 2
5 6 4 1 43
Vey =0Wey = =3 -1 -6 =2 5 |=-1| -35 |[.(0.75 point)



e) (Total : 2 points) Trouvons la matrice N associée a f'relativement aux bases

C2 et C3.

N(f,C»,C3) = OQ"'MP (0.5 point)

1
6

(s

6 4 2 0
1 -6 -2 3 -1
13
4 6 2 1 s
(3 14
2 -1 _
22 -4 <1 3 >(0.75 point)
28 4
/78 10
—48 10 |.(0.75 point)

\ 60 -16
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