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Epreuve finale Algébre 2 - MI - 2021-2022. Durée : 1H30mn.
L’usage de la calculatrice est strictement interdit.

Exercice 01 : (8 points) Dans R? on considére les deux sous espaces vectoriels suivants :

E = {(J},y,z) €R3/2x+3y:0} et Fy = {(x,y,z) €ER3/z—3y=0et 27535:0}.

(1) (3 points) Déterminer une base By de E; et une base By de Fj.

(2) (0.5 point) En déduire dim E; et dim Es.

Déduire si la somme est directe ou non.

)
)
(3) (2 points) Montrer que R? = E; + Es.
(4) (2.5 points)
)

Exercice 02 : (2 points) Calculer I'inverse de la matrice :

a-(33)

Exercice 03 : (10 points) Dans 'espace vectoriel Ry [X] (I'ensemble des polynomes de degré in-
férieure ou égale a 2), on considére ’application linéaire suivante :

f . RQ[X]HRQ[X]
P — f(P)=2P(2)(X’+X)-3P (2)X+4P"(2) (X +1).

par la méthode de GAUSS.

(1) (2 points) Trouver M la matrice associée & f relativement a la base canonique B de
R, [X].

(2) Soient B’ = {Q1,Q2,Q3} une base de Ry [X] avec Q1 = 2X2 — 5X + 1,
Q2=3X>—-X-2,Q3=5X>+X+2.

a) (1 point) Trouver la matrice de passage Pp_ ' de la base canonique B a la base
B.

b) (2 points) Trouver la matrice de passage Rp/_ g de la base B’a la base canonique B

c) (3 points) Trouver les composantes de @ = 2X? + 3X + 4 dans la base B ensuite
dans la base B’.

d) (2 points) Trouver N la matrice associée a f relativement a la base B’.

Bon courage.
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Epreuve finale Algébre 2 - MI - 2021-2022. Durée : 1H30mn.
"Le corrigé "

Exercice 01 : (8 points)

Er = {(z,y,2) € R*/22 + 3y =0} et By = {(z,y,2) ER*/z —3y =0et z — 5z =0}.

z+3y = 0=z=-3y.
(x—3y = Oetz—5x=0)=xz=2yetz=>5z=10y.

Ey = {(-3y,y,2) €R¥/y,z € R} et E» = {(2y,y,10y) € R®/y € R} .
(2) Déterminons une base By de Fj et une base By de Es.
a)
3 3
UEEI:UZ _iyay?z =Y _5’1,0 +Z(07071)7
alors By = {(—%, 1,0) ,(0,0, 1)} engendre F; (1 point) , mais :

a(=2,1,0) + 4(0,0,1) = (0,0, 0)

N (—%a,a,ﬁ) (0,0,0) > o = B =0, (0.5 point)

alors les deux vecteurs de B sont linéairements indépendants (ou utiliser
le déterminant mineur).

Ce qui implique que By = {(—2,1,0),(0,0,1)} (0.5 point) est une base
de E1~

b) (1 point)
u € By = u = (3y,y,15y) =y (3,1,15)

alors Bs = {(3,1,15)} engendre Ey, mais :
a(3,1,15) = (0,0,0) = a = 0,

ce qui implique que By = {(2,1,10)} est une base de F5 (ou directement
sans passer par libre).

(3) En déduire dim E; et dim Fs :

dim Ey =2 et dim Es = 1. (0.5 point)



(4) Montrons que: R® = Ey + Es.
a) " D"E; CR?et By CR3? = E; + E; C R3.(0.5 point)

b) 7 C ”Soit:
3 3 .
u€R’ = u=(a,bc)= Y Y% + (3a, @, 15ar) , (0.5 point)

ce qui implique que:

a=-3y+3a a=2(a+ 3b)
b=y+a =< y=b—2(a+3b)=—-2a+2b (1 point)
c=z+ 15« z=c—15x 2(a+3b)=c—5b—1La
=u € FE + F»,
d’ott :
R® = By + B,

(5) On déduire que : R® = By @ .

a) (0.5 point)
dim Fq =2 et dim Ey =1,
= dim E; + dim Fy = 3 = dimR3 = 3,

ou bien on a:
R = E| + Es.

b) i) {(0,0,0)} C E1 N E; car E; et E2 sont deux sous espaces vectoriels. (0.5
point)

ii) De plus si: w € F1 N E5 alors : (1 point)

u = (—%y,y,z) et u = (3¢, o, 15a)
—3y =3a

= Y=a« >a=y=2=0,
z = 10«

= FiNEy= {(0,0,0)} .
Donc : (0.5 point)

R® = Fy + Es
EyNEy;={(0,0,0)},
ou bien :
dim E; + dim By = dim R3
El OEQ = {(07070)}7

ce qui implique que la somme est directe (R3 =F1 P Eg) .



Exercice 02 : (2 points) Calculons I'inverse de la matrice :

a=(5 3)

par la méthode de GAUSS.

Solution :
Opérations sur les lignes | A — I—
I 2 3 10
Lo 7T =2 0 1
Ly . 2 =3 1 0 .
L~ 1L, (0.25 p01nt)< 0 < 1 >(0.5 point)
6 _4 6
Tzl (0.25 point) 2 107 < 7o >(0.5 point)
Lo 0 5 -5 1
o 10 —Z 3 _
Ly ( 0 1 ) ( ¥y ) = A~1.(0.5 point)
1 17 17

Exercice 01 : (11 points) Dans lespace vectoriel Ry [X], on considére 'application linéaire suivante
f Ry[X] — R [X]
P — f(P)=2P(2)(X*+X)-3P' (2)X +4P"(2)(X +1).

(1) Trouvons M la matrice associée & f relativement a la base canonique B
de Ry [X]. On a:

f1)=2(X*+X),f(X)=4X+X et f(X?) =8X*+4X+8,(3x0.25 point)

alors:
£ F(X) f(X2)
M (f,B) = (2) (1) i )1( (1.25 point)
2 4 8 X2

(2) Soient B’ = {Q1,Q2,Q3} une base de Ry [X] avec Q1 = 2X? — 5X + 1,
Q2=3X>-X-2,Q;=5X>+X+2.

a) Trouver la matrice de passage Pg_,p de la base canonique B a la base

B.
Q1 Q2 Q3
1 -2 2 1 .
Pop=| -5 -1 1| x . @ point)

2 3 5 X2



b) Trouver la matrice de passage Rp/— g de la base B’a la base canonique B.
Cette matrice est exactement PE;L B~

1 t
= Pl=—— P
R ol P (comP),

-1 1 -5 1 -5 -1
detPl‘3 5‘+2’2 5‘+2 9 3‘
= —8-54—26= —88. (0.5 point)

-8 27 13
comP = 16 1 —7 ] (0.5 point)
0 —-11 -11
1 -8 16 0
= RBI_>B:§ 27 1 —11 ] .(1 point)
-13 -7 -11

c¢) Trouver les composantes de @ = 2X3 + 3X? + 4 dans la base B ensuite
dans la base B’.

4
Q=1 3 |, (1 point)
2
et:
_ -8 16 0 4 _g—g
Qp = RQp = = 27 1 —11 3 | = —g—g’ .(1.5 point)
- -13 -7 -11 2 2
(0.5 point) 88

d) Trouver N la matrice associée a f relativement a la base B’.

N(f,B') = RxM(f B)xP (0.5 point)
1 -8 16 0 0 0 8 1 -2 2
= 33 27 1 -11 2 1 4 -5 -1 1
-13 -7 -11 2 4 8 2 3 5
32 16 0 1 2 2
- | 20 -1 5 —1 1 | (05 point)
—36 —-51 —220 2 3 5

—48 80 80
= 459 479 577 .(1 point)
—221 —5H37 —1223



