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Exercice 1. ( 4 Pts)
Soit f :]− 1, 1[→ R la fonction dé�nie par f(x) = arcsin(x)− x√

1−x2 .

1) Montrer que f est décroissante.
2) En déduire que

∀x ∈]− 1, 0[, arcsin(x) >
x√

1− x2

Exercice 2. ( 6 Pts)
1) Véri�er que

∀x ∈ R, cosh2(x)− sinh2(x) = 1

et
∀x ∈ R, ex = cosh(x) + sinh(x).

2) On note par y = arg sinh(x) la fonction inverse de sinh(x).
En déduire que

∀x ∈ R, arg sinh(x) = ln(x+
√
x2 + 1).

Exercice 3. ( 5 Pts)
Soit f : R→ R la fonction dé�nie par f(x) = ex + e−x.
1) Écrire la formule de Taylor-Lagrange de f avec un reste à l'ordre 3 sur [0, x].
2) Montrer que

∀x > 0, 0 < cosh(x)− 1− x2

2
<

x3 sinh(x)

6
.

Exercice 4. ( 5 Pts)
On considère la fonction

f(x) =
sin(2x)− 2e−x ln(1 + x)

x2
.

1) Écrire le développement limité de f au voisinage de 0 à l'ordre 3.
2) En déduire la valeur de

lim
x→0

sin(2x)− 2e−x ln(1 + x)

x2
.

On donne :

ln(1 + x) = x− x2

2
+ ...+ (−1)n−1x

n

n
+ xnε(x)

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ ...+

xn

n!
+ xnε(x).

sin(x) = x− x3

3!
+

x5

5!
+ ...+ (−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
+ x2n+2ε(x).
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Exercice 1. ( 4 Pts)
1) On a

f(x) = arcsin(x)− x√
1− x2

.

Calculons la dérivée de f.

∀x ∈]− 1, 1[, f ′(x) =
1√

1− x2
−

[√
1− x2 + 2x2

2
√
1−x2

1− x2

]

=
1√

1− x2
−
[

1− x2 + x2

(1− x2)
√
1− x2

]
=

1√
1− x2

[
1− 1

1− x2

]
= − x2

(1− x2)3/2
≤ 0.

Donc, f est décroissante sur ]− 1, 1[. (2Pts)

2)Remarquons que f(0) = arcsin(0)− 0√
1−0 = 0. (0.5 Pt)

Donc, Si x < 0, alors f(x) > f(0) = 0. (0.5 Pt)
Ceci implique que arcsin(x)− x√

1−x2 > 0. (0.5 Pt) Ainsi,

∀x ∈]− 1, 0[, arcsin(x) >
x√

1− x2
. (0.5Pt)

Exercice 2. ( 6 Pts)
1) Sachant que cosh(x) = ex+e−x

2
et cosh(x) = ex−e−x

2
, (0.5 Pt) alors

cosh2(x)− sinh2(x) =

(
ex + e−x

2

)2

−
(
ex − e−x

2

)2

=
1

4

[
(e2x + e−2x + 2)− (e2x + e−2x − 2)

]
=

4

4
= 1. (1Pt)

D'autre part,

cosh(x) + sinh(x) =
ex + e−x

2
+

ex − e−x

2
= 2

ex

2
= ex. (1Pt)

2) On note par y = arg sinh(x). Alors, sinh(y) = x. (0.5 Pt)
On sait que cosh2(y)− sinh2(y) = 1 qui implique que

cosh2(y) = 1 + sinh2(y) = 1 + x2.

Donc, cosh(y) =
√
1 + x2. (1.5 Pt)

D'autre part, on a
ey = cosh(y) + sinh(y) (0.5Pt)

qui implique que
ey = x+

√
1 + x2. (0.5Pt)

Ainsi,
y = ln(x+

√
1 + x2). (0.5Pt)



Exercice 3. ( 5 Pts)
1) La fonction f est de classe C2 sur [0, x] et de classe C3 sur ]0, x[. (0.5 Pt) Alors d'après la
formule de Taylor-Lagrange, il existe c ∈]0, x[ (0.5 Pt) telle que

f(x) = f(0) +
xf ′(0)

1!
+

x2f ′′(0)

2!
+

x2f 3(c)

3!
. (1Pt)

Remarquons que f(0) = 2, f ′(0) = 0, f ′′(0) = 2 et f 3(x) = ex − e−x. Donc,

f(x) = 2 + x2 +
x3(ec − e−c)

6
. (1Pt)

2)En divisant chaque membre de l'égalité précédente par 2, on obtient

cosh(x) = 1 +
x2

2
+

x3 sinh(c)

6
.

Donc,

cosh(x)− 1− x2

2
=

x3 sinh(c)

6
. (0.5Pt)

Puisque 0 < c < x et sinh(c) est une fonction croissante, alors sinh(0) < sinh(c) < sinh(x). (0.5
Pt)
Ainsi,

0 <
x3 sinh(c)

6
<

x3 sinh(x)

6
. (0.5Pt)

Ceci implique que

∀x > 0, 0 < cosh(x)− 1− x2

2
<

x3 sinh(x)

6
. (0.5Pt)

Exercice 4. ( 5 Pts)
1) Le développement limité de sin(2x) au voisinage de 0 à l'ordre 5 est

sin(2x) = 2x− (2x)3

6
+

(2x)5

120
+ o(x5) = 2x− 4x3

3
+

4x5

15
+ o(x5). (0.5Pt)

Le développement limité de e−x au voisinage de 0 à l'ordre 5 est

e−x = 1− x

1
+

x2

2
− x3

6
+

x4

24
− x5

120
+ o(x5). (0.5Pt)

Ainsi,

f(x) =
(2x− 4x3

3
+ 4x5

15
+ o(x5))− 2(1− x

1
+ x2

2
− x3

6
+ x4

24
− x5

120
+ o(x5))(x− x2

2
+ x3

3
− x4

4
+ x5

5
+ o(x5))

x2

=
2x− 4x3

3
+ 4x5

15
− 2(x− x2

2
+ x3

3
− x4

4
+ x5

5
− x2 + x3

2
− x4

3
+ x5

4
+ x3

2
− x4

4
+ x5

6
− x4

6
+ x5

12
+ x5

24
) + o(x5)

x2

=
2x− 4x3

3
+ 4x5

15
− 2x+ 3x2 − 8x3

3
+ 2x4 − 89x5

60
+ o(x5)

x2

= 3− 4x+ 2x2 − 73x3

60
+ o(x3). (3Pts)

2) On a

lim
x→0

sin(2x)− 2e−x ln(1 + x)

x2
= lim

x→0

(
3− 4x+ 2x2 − 73x3

60
+ o(x3)

)
= 3 (1Pt)
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