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Exercice 1. ( 4 Pts)
Soit f :] — 1,1[— R la fonction définie par f(x) = arcsin(x) — .

11—z

1) Montrer que f est décroissante.
2) En déduire que
x

Ve €] —1,0[, arcsin(r)> ——
Exercice 2. ( 6 Pts)
1) Vérifier que
Vr € R, cosh®*(z) —sinh®*(z) =1

et
Vr € R, " = cosh(z) + sinh(z).

2) On note par y = argsinh(x) la fonction inverse de sinh(z).
En déduire que
Ve € R, argsinh(z) =In(z + Va2 +1).

Exercice 3. ( 5 Pts)
Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = e* + e 7.
1) Ecrire la formule de Taylor-Lagrange de f avec un reste a l'ordre 3 sur [0, z].
2) Montrer que
2 3 & h
Ve 0, 0<cosh(e) -1 5 < T

Exercice 4. ( 5 Pts)

On considére la fonction
_ sin(2z) — 2e " In(1 + )

xr2

()

1) Ecrire le développement limité de f au voisinage de 0 a I'ordre 3.
2) En déduire la valeur de

sin(2z) — 2e % In(1 + x)

iy OO
On donne :
2 n
z n-1% n
1n(1+x):x—3—|—...+(—1) ;4—9& e(x)
e_1. 7% z? x" n
e’ = +ﬁ+§+...+m+xa(x).
3 5 2n+1
sin(z) =z — Ty (—=1)" ’ + 22" 2e ().

3l 5l (2n +1)!
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Exercice 1. ( 4 Pts)
1) On a

f(z) = arcsin(z) — Vi

Calculons la dérivée de f.

1 — 2
1 1 z +2\/1 2

Vo €] —1,1], f(x) =

|

Vi—z2 1 —a2
{ — 22422 ]
1—3:2 1 —a?) V1—22

2
T
| e

1
— - 1=
\/l—xQ[ 1 — 22

Donc, f est décroissante sur | — 1, 1[. (2Pts)

2)Remarquons que f(0) = arcsin(0) — 715 = 0. (0.5 Pt)
Donc, Si z < 0, alors f(z) > f(0 ) 0. (0 5 Pt)
Ceci implique que arcsin(z) — 7= > 0. (0.5 Pt) Ainsi,

T

S (05PY

Vo €] — 1,0, arcsin(z) >

Exercice 2. ( 6 Pts)
1) Sachant que cosh(z) = £ et cosh(z) = <=*—, (0.5 Pt) alors

e+ e\’ et — e\’
cosh?(z) — sinh?(z) = (T) - <T>

(e +e " +2) = (¢ +e*-2)=—=1. (1Pt)

e~ =

D’autre part,
cosh(z) + sinh(z) = < _;e—x + c _26_ =2
2) On note par y = argsinh(x). Alors, sinh(y) =z. (0.5 Pt)
On sait que cosh®(y) — sinh®(y) = 1 qui implique que
cosh®(y) = 1+ sinh*(y) = 1 + 2%
Donc, cosh(y) = v/1+22. (1.5 Pt)

D’autre part, on a

eV = cosh(y) + sinh(y) (0.5Pt)
qui implique que
e =x++vV1+22 (0.5Pt)
Ainsi,
=In(z+V1+22). (0.5Pt)



Exercice 3. ( 5 Pts)
1) La fonction f est de classe C? sur [0, z] et de classe C® sur ]0,z[. (0.5 Pt) Alors d'aprés la
formule de Taylor-Lagrange, il existe ¢ €]0,z] (0.5 Pt) telle que

1) = o) + L0 2SO Ty

Remarquons que f(0) =2, f/(0) =0, f”(0) =2 et f3(z) = e” — e *. Donc,

x3(ef —e7¢)

flz)=2+2+ 5

(1Pt)

2)En divisant chaque membre de I'égalité précédente par 2, on obtient

2 3ginh
cosh(x):1+$—+M

2 6
Donc, ) ,
inh
cosh(z) — 1 — % - %(C) (0.5Pt)
Puisque 0 < ¢ < x et sinh(c) est une fonction croissante, alors sinh(0) < sinh(c¢) < sinh(x). (0.5
Pt)
Ainsi,

r3sinh(c) 27 sinh(z)

0< < 0.5Pt
5 5 ( )

Ceci implique que

2 3-h
V>0,  0<cosh(x)—1— L < Tsnh@@)

0.5Pt

Exercice 4. ( 5 Pts)
1) Le développement limité de sin(2x) au voisinage de 0 a I'ordre 5 est

(2%)3 + (21’)5 4 O(fL’5) = 9r — 4_$3 + 4_1:5 + 0(m5), (0.5Pt)

in(2z) = 22 —
sin(2z) = 2z — — 120 3 15

Le développement limité de e~ au voisinage de 0 a I'ordre 5 est

T
R T P Ny B N RN Y P R e
= g
20— A0 gp g 32 - B2y ggt 8T ()
= >
s 7313 3
=3 —4dx + 2z — 50 +o(z°). (3Pts)
2)Ona
in(2z) — 2e " In(1 7323
limsm( z) = 2¢ " ln( +x):lim 3—dy 4202 2 +o(z*)) =3 (1Pt)
z— T z—
0 2 0 60
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