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Controle continu Algébre 2 - MI - 2021-2022. Durée : 1H30mn.
L’usage de la calculatrice est strictement interdit.

Exercice 01 : (9 points)

(1) (3.5 points) Effectuer la division suivant les puissance croissante a ’ordre 3 du polynome
P par Q ou :

P(X)=3X"4+2X* + X? - X2 44X +3et Q(X)=X>+ X +2.
(2) (1.5 point) Pour n € N*| quel est l'ordre de multiplicité de la racine g = 2 du
polynome suivant :
P(zx)=nz""? —(dn+ 1) 2" +4(n+1)2" — 42",
(3) (4 points) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle suivante :

2—z
(z4 + 422) (z — 3)°

fz) =

Exercice 02 : (7 points) On munit F = R — {—4} de la loi * définie par :
Ve,y€ E,xxy=zy+4(x+y+3).
(1) (1.5 point) Vérifier que * est une loi de composition interne dans E.
(2) (4 points) Montrer que (E,*) est un groupe commutatif.
(3) (1.5 point) Soit I’application :

fos RS x) = (B, %)
z — flx)=z—-4

Montrer que f est un morphisme de groupes.
Exercice 03 : (4 points) Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels?
(1) (2 points) Ey = {(z,y,2) € R®/2z + 3y — 2 =0} .

(2) (1 point) Ey = {f € F(R,R); f est une fonction croissante}.(F(R,R) l'ensemble
des fonctions)

(3) (1 point) E3 = {P € R3[X] (ensemble des polyndomes de degré < 3/ P(0) = 3}.

Bon courage.
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Controéle continu Algébre 2 - MI - 2021-2022. Le corrigé.

Exercice 01 : (9 points)

(1) (3.5 points) Effectuer la division suivant les puissances croissantes & I’ordre 3 du polynéme
P par Q ou :

P(X)=3X°+2X" + X3 - X? 44X +3ect Q(X)=X>+ X +2.

344X — X2+ X34+2X44+3X% | 24+ X + X2
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(2) (1.5 point) Pour n € N*| quel est l'ordre de multiplicité de la racine g = 2 du
polynéme suivant :

P(zx)=nz""? —(dn+ 1) z" ™ +4(n+1)2" — 42",
0.25 pt P(2) =4nx2"—2(4n + 1) 2"+4 (n + 1) 2" —2x2" = 0 = 2 est une racine.
025 pt P'(z) =n(n+2)2" ™ —(Udn+1)(n+ 1) 2" +4n (n+ 1) 2" ' —(n — 1) 42" "% = P’ (2) = 0.

1 pt le reste P"(z) = n(n+1)(n+2)a” —n(dn+1)(n+1)2" ! +
dn(n+1)(n—1)2" 2 —(n—1)(n—2)4a" 3,

= P"(2) =2"(2n—1) # 0. Alors 2 est une racine d’ordre de multiplicité
2.

(3) (4 points) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle suivante :

2—x
) = 2 (22 +4) (z —3)

_oar | g Qas asx + Qs

= x+x2+x—3+ R .0.75 pt
2—x 1

=lim —F——=—-.0.5pt

@y @-3 6 P

az =1 27 _ L1 o5pt

3 a? (a2 +4) 117



I n i 2—z 2—-24
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o2i a—2i 22 (x —3)  —4(2i —3)

(1) (~2i-3) 51

—2(2i—3)(—2i—-3) 26 26

Donc : 5 1
75 pt as = — et oy = ——.0.75 pt
0.75 pt as 266 Qy 52075p
D’autre part :
I f(2) I (%1 +042 " o3 o4 + s
mm xXJjlx = m | — -
z—+00 T—+00 x 2 xr—3 244
1 1 1
= 0=tz t+as=>a = + ===

117 © 52 36
Exercice 02 : (7 points)
Solution : On munit F =R — {—4} de la loi * définie par :

Ve,y e E,xxy=ay+4(z+y+3).

(1) Vérifions que * est une loi de composition interne dans E.
Pour que * est une l.c.i dans FE il suffit de montrer que :
Ve,y € BEsxxy=xzy+4(x+y+3)#—4.0.5 pt
Par labsurde, on suppose que :( 1 point)

zy+4(z+y+3) = —-4d=zy+4e+4y+16=0
= z@y+4H)+3@y+4)=0
= (x+4)(y+4)=0,

= 1 = —4 ou y = —4 contradiction car z,y € E.

Donc V (z,y) € E?, 2y € E donc la loi * est interne dans E.

(2) Montrons que (FE, ) est un groupe commutatif.

(a) La commutativité : V (z,y) € E2,0.5 pt

zxy=zy+4(z+y+3)=yr+4(y+z+3)=yxux,

alors * est commutative.

(b) (1 point) L’associativité : Vo, y,zc € E; (z*y)xz=x* (y*2) ?



Soient z,y,z € E;

(xxy)xz = [zy+4(x+y+3)xz

= [zy+4(z+y+3)]z+4[(zy+4(x+y+3)+2+3)]

= ayz+4zz +4yz + 12z + 4oy + 16z + 16y + 4z + 60...(1).
D’autre part :

x* (Y * 2) rxx(yz+4(y+2+3)

= z(yz+4y+z+3)+4z+yz+4(y+2+3)+3]

= zyz+ 4oy + 4oz + 122 + 4o + dyz + 16y + 162 + 60...(2).
(1) =(2)= (zxy)xz=z*(yx2).
Alors * est associative.

(¢) L’existence de 1’élément neutre :
Puisque * est commutative, il suffit de résoudre I’équation :
Ve € E,x*xe=x.0.25 pt
Soit x € E :0.75 pt le reste
zxe = z=zet+d(z+e+3)=z
= e(z+4)=-3z-12
= eM?»Eiij; = —3car: z # —4.

Alors ’élément neutre est : e = -3 € E.

(d) L’existence de I’élément symétrique pour chaque élément a :
Vee E, 3z ' e B;zxx™! =e? 0.25 pt
Soit x € E :0.75 pt le reste

zxz! = e=sar ' +4(z+a ' +3)=-3
= 27 ' (z+4)=—4x—15
—4x — 15
= x_l:xiquiexistereE,carx;é—él.
z+4

Il reste & montrer que :
r e Eox# -4
Par l’absurde, on suppose qu'’il existe € E et z~! = —4, donc : 0.5 pt

—4x — 15

= —4= —4r—15=—4x— 16
r+4

= —15= —16 (contradiction)
= zl#4-4=z1cE.

Conclusion: (F, ) est un groupe abélien (commutatif).



(3) Soit I’application :

foo (R X) = (B %)
z — flx)=z—-4.

Montrons que f est un morphise de groupes.

(a) Notons que : (R*, x) (evident) et (F,x*) (d’aprés la premiére question)
sont deux groupes. 0.5 pt

(b) Il reste & montrer que :
Vay,x2 € RY, f (21 x 22) = f (21) * f (22)7 0.25 pt
En effet :

Vay,x0 € R f (21 X x2) = f (122) = (z122) — 4, ...()

D’autre part : 0.75 pt le reste

f@)«flz2) = (z1—4)*(2z2—-4)
= (z1—4) (22 —4) +4[(z1 —4) + (22 —4) + 3]
= x1T9 —4x1 — 49 + 16 + 421 + 425 — 20
= z129 —4,...(0)

() = (B), alors :
Vi, ze € RY, f (21 x 22) = f (1) * [ (22).
Conclusion : f est un homomorphisme de groupes.

Exercice 03 : (4 points) Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces
vectoriels.

(1) (2 points) Ey = {(z,y,2) € R®/2z + 3y — 2 =0} .
By ={(z,y,22 + 3y); 2,y € R}.
a) (0,0,0) = (0,0,2x 0+ 3 x 0) € Ey = E, £ 0.0.5 pt
b) Siwy,ve € Ey :0.75 pt

v1 = (21,y1,221 + 3y1) et vo = (2,2, 222 + 3y2)
= v+ vy = (21 + T2, 91 + 2,2 (1 + 22) + 3 (y1 + ¥2)) € Er.

¢) 0.75 pt
Siv=(x,y,2¢+3y) € E1 et a € R alors : av = (az,ay,2 (az) + 3 (ay)) € Ei.

Alors F; est un s.e.v de R3.



(2) (1 point) Ey = {f € F(R,R); f est une fonction croissante}.(F(R,R) l'ensemble
des fonctions)

FE5 n’est pas un sous-espace vectoriel car :
Pour :

a<0et f € FEy= af ¢ Ey car elle est décroissante.
(3) (1 point) E3 = {P € R3[X] (ensemble des polynomes de degré < 3/ P(0) = 3}.

FE5 n’est pas un sous-espace vectoriel car :
Le polynome nul (I’élément neutre) Py ¢ Es.



	Sujet Algèbre 2
	Corrigé Algèbre 2

