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Analyse1

Fiche de TD 4 : Fonctions d'une variable réelle.

Exercice 1. Calculer les limites des fonctions suivantes

1) lim
x→1+

(
1

1− x
− 1

1− x2

)
, 2) lim

x→0
xE(

1

x
),

3) lim
x→1

xn − 1

x− 1
, n ∈ N∗, 4) lim

x→0

√
sin(3x2)

x6 + 3x2
.

Exercice 2. Étudier la continuité des fonctions suivantes

1)f(x) =

{
x+

√
x2

x
si x 6= 0,

0 si x = 0.
2)f(x) =

{ sin(x)
|x| si x 6= 0,

1 si x = 0.

Exercice 3. Établir si les fonctions suivantes sont prolongeable par continuité en x0 = 0.

1)f(x) =
ex − 1√
|x|

, 2)f(x) =


1−cos(x)

x2 si x > 0,

sin(x)
x

si x < 0.

Exercice 4. 1) Montrer que l'équation x3 − 3x = 3 admet une solution unique α dans R.
2) Déterminer le nombre de solutions de l'équation x3 − 3x = k selon les valeurs de k.

Exercice 5. Étudier la dérivabilité sur R des fonctions suivantes

1)f(x) = x|x|, 2)f(x) =


|x|
√
x2−2x+1
x−1 si x 6= 1,

1 si x = 1.

Exercice 6. Soit f la fonction dé�nie sur R par f(x) = ex.
1) Montrer que ∀x < 0, ∃c ∈]x, 0[ tel que xec = ex − 1.

2) En déduire que lim
x→0−

ex − 1

x
= 1.

3) Soit g la fonction dé�nie sur R par

g(x) =


ex − 1

ex + 1
si x ≤ 0,

ax si x > 0,

où a ∈ R.
a)Montrer que g est continue sur R.
b)Pour quelles valeurs de a, la fonction g est-elle dérivable sur R?



Exercice 7. En utilisant le théorème des accroissements �nis, montrer que

1

1 + x
< ln(1 + x)− ln(x) <

1

x
.

2) Calculer lim
x→+∞

x(ln(1 + x)− ln(x)) et en déduire

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x

Exercice 8. (Facultatif) Calculer les limites suivantes

1) lim
x→+∞

x−
√
x

ln(x) + x
, 2) lim

x→0
x2E(

1

x
), 3) lim

x→0

ln(1 + x2)

sin2(x)
,

4) lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x

x
, 5) lim

x→+∞

x ln(x) + 5

x2 + 4
6) lim

x→+∞

√
x+
√
x−
√
x

Exercice 9. (Facultatif) I) En utilisant le théorème des accroissements �nis, calculer

lim
x→+∞

x3
(
e

1
x2 − e

1
(x+1)2

)
.

II) Soit la fonction f : [0,+∞[→ R dé�nie par f(x) = e
x
2 − e−x

2 − x.

1) Calculer lim
x→+∞

f(x).

2) Calculer f ′ et f ′′.

3) Montrer que f ′′(x) > 0 pour tout x > 0 et en déduire que la fonction f est croissante.

4) Dresser le tableau de variation de la fonction f.

Exercice 10. (Facultatif) Soit la fonction f : R→ R dé�nie par

f(x) =

{ |x−1|
x+1

si x > 0,

x2 − a si x ≤ 0.

1) Déterminer la valeur du paramètre a pour que la fonction f soit continue.

2) Étudier la dérivabilité de la fonction f.

Exercice 9. (Facultatif) Soit la fonction f : R→ R dé�nie par

f(x) =

{
3−x2

2
si x < 1,

1
x

si x ≥ 1.

1) Montrer que f est continue sur R.

2) Montrer que f est dérivable sur R.

3) En appliquant le théorème des accroissements �nis, montrer qu'il existe c ∈]0, 2[ tel que

2f ′(c) = f(2)− f(0).

4) Déterminer toutes les valeurs possible de c.


