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Analyse1

Fiche de TD 3 : Les suites réelles.

Exercice 1. En utilisant la dé�nition de la convergence d'une suite, véri�er que

lim
n→+∞

2n2 + 5

3n2 + 3
=

2

3
.

Exercice 2. Déterminer les limites des suites numériques suivantes

1) lim
n→+∞

n+ cos(n)

n− sin(n)
2) lim

n→+∞

n(−1)n + 1

2n(−1)n + 3
3) lim

n→+∞

ln(n+ ln(n))

ln(2n+ ln(n))

4) lim
n→+∞

1 + 3 + 9 + ...+ 3n

3n+1
, 5) lim

n→+∞

n

n2 + 1
+

n

n2 + 2
+ ..+

n

n2 + n
, 6) lim

n→+∞
n22−n

Exercice 3. On considère la suite (un)n∈N∗ de nombres réels dé�nie par

un =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ ...+

1

2n

1) Montrer que la suite (un) est croissante.
2) Montrer que la suite (un) est convergente et que sa limite véri�e 1

2
≤ l ≤ 1.

Exercice 4. I) Soit

x = 1 +
1

22
+

1

32
+ ...+

1

(2021)2
.

1) Véri�er que pour tout n ≥ 2, on a 1
n2 <

1
n−1 −

1
n
.

2) En déduire que
1

22
+

1

32
+ ...+

1

(2021)2
< 1.

3) Déterminer E(x), la partie entière de x.
II) Soit (un) la suite à termes strictement positifs dé�nie par

u1 = 1, un+1 =

√
u2n +

1

2n
.

1) Montrer que (un) est strictement croissante.
2) Montrer par récurrence que ∀n ≥ 2, u2n = 1 + 1

2
+ 1

22
+ ...+ 1

2n−1 .
3) En déduire que (u2n) est majorée.
4) Montrer que (un) converge et déterminer sa limite.

Exercice 5. On supposera que n ∈ N∗.
Montrer que les suites

un =
n∑

k=0

1

k!
et vn = un +

1

n.n!

sont adjacentes, et en déduire qu'elles convergent vers la même limite.



Exercice 6. (Facultatif) Soit (un)n∈N une suite numérique dé�nie par

u0 = 1, et ∀n ∈ N, un+1 = un cos

(
t

2n+1

)
, t ∈

]
0,
π

2

]
.

1) Montrer que ∀n ∈ N, un > 0.
2) Montrer que la suite (un) est décroissante et en déduire qu'elle converge.

Exercice 7. (Facultatif)Considérons une suite (un)n∈N dé�nie par :

un+1 =
2u2n + 2un + 1

2un + 1
.

On suppose que u0 ∈ R+.
1)Monter que ∀n ∈ N, un ≥ 0.
2)Établir que ∀n ∈ N, un+1 ≥ un +

1
2
puis que un ≥ u0 +

n
2
.

3)En déduire la limite de la suite (un)n.

Exercice 8. (Facultatif) I) Montrer que ∀n ∈ N∗, 1 + 2 + 3 + ...+ n = n(n+1)
2

.
II) On rappelle que la partie entière d'un nombre réel α est l'unique entier, noté E(α), véri�ant
E(α) ≤ α < E(α) + 1. Etablir que α− 1 < E(α) ≤ α.
Pour tout n ∈ N∗, on pose

un =
E(π) + E(2π) + ...+ E(nπ)

n2
.

1) Montrer que l'on a l'encadrement

π(n+ 1)− 2

2n
< un ≤

π(n+ 1)

2n
.

2) Déduire que la suite (un) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 9. (Facultatif) Déterminer (quand elle existe) la limite, quand n → +∞, des suites
numériqurs suivantes :

1) Un =
√
n+ 1−

√
n, 2) Un =

(
1 +

1

n

)n

,

3) Un =
ln(n)

2
√
n
, 4) Un =

2n3 + n2 + 1

−n3 + n+ 1
,

5) Un =
sin(n)

n2 + 1
, 6) Un =

2n+ 1− cosnπ

n
.

Exercice 10. (Facultatif) Soit (Un) la suite dé�nie par{
U0 = 1
Un+1 =

Un+2
3Un+2

, ∀n ≥ 0.

1) Montrer que ∀n ≥ 0, Un > 0.
2) Véri�er que l'équation x = x+2

3x+2
n'admet qu'une solution positive a.

3) Montrer que ∀n ≥ 0, |Un − a| ≤ 1
2n
. En déduire la limite de la suite (Un).

Exercice 11. (Facultatif) Soient (Un) et (Vn) deux suites dé�nie par U0 > V0 > 0 et par les
relations de récurrence :

Un+1 =
Un + Vn

2
, Vn+1 =

√
UnVn.

a) Montrer que ∀n ≥ 0, on a Un ≥ 0, Vn ≥ 0 et Un ≥ Vn.
b) Montrer que la suite (Un) est décroissante minorée et la suite (Vn) est croissante majorée.
c) Montrer que les suites (Un) et (Vn) sont convergentes.
d) Montrer que la suite (Wn) dé�nie par Wn = Un − Vn a pour limite 0. En déduire que les
suites (Un) et (Vn) ont la même limite.


