Chapitre 4

Fonctions dérivables

4.1 Deérivée d’une fonction

Définition 4.1 Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point et f une
fonction définie sur I dans R. On dit que f est dérivable en xy € I si et seulement
Si
x)— f(z
1o 1) = o)

T—x0 xTr — IO

existe et est finie. On note cette limite par f'(x) et elle s’appelle le nombre dérivée
de f en xy.

On dit que [ est dérivable sur I si [ est dérivable en tout point de 1. Dans ce
cas, la fonction

o IT—=R
z = f(z)
est dite dérivée de f. On la note aussi %.

Exemple 4.1 1. Soit la fonction x — f(z) = 2% Alors pour xy € R,

— 2 _ .2 .
fim £ = S@0) o o @ m)@ k) oy o
T—T0 T — ,I'O r—x0 T — 1’0 T—rT0 T — J,’O T—rT0

Ainsi f'(x) = 2.
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2. Soit la fonction x — sin(x). On pose h = x — xy, alors

lim sin(z) — sin(zo) — lim sin(zg + h) — sin(xo)
T—T0 xr — X h—0 h
_ oy sin(x) cos(h) + sin(h) cos(zg) — sin(xg)
~ e
o , (cos(h) — 1) sin(h)
= }lllgf(l) sm(mo)T + cos(xp) 7

= cos(zp).

Ainsi f'(x) = cos(x).

Interprétation géométrique

Soit f une fonction dérivable en z, et (I'y) la courbe représentative de f.
L’équation de la tangente (A) a la courbe (I'y) au point M (x, f(z)) est

y = f'(zo)(x — m0) + f(0).

Ainsi f’(zo) représente la pente de la droite tangente a la courbe (I'y) au point M.

-

yorind &
[~ N
lﬁf/ \
o X &

Remarque 4.1 En posant h = x — xy, h # 0 alors

. flwo+h) = f(xo)
/ —
@) = lim .
Si on définit une fonction € en posant

M_f(x} sih#0
P— h 0 ’

alors pour h # 0, on a
f(xo+h) = f(zo) + hf'(x0) + he(h)

avec limy,_,oe(h) = 0.
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Proposition 4.1 Si une fonction f est dérivable en x, alors elle est continue en
Zo.

Preuve
Si f est dérivable en x, alors

fwo+h) = f(xo) + hf'(xo) + he(h)

avec limy,_,oe(h) = 0. Ainsi, quand h — 0, on a

lim f(xo+h) = f(zo), (ona lim f(z)= f(zo)).

T—T0

Par conséquent, f est continue en z.

Définition 4.2 On dit que f est dérivable a gauche en x si
o @) = ()
T—Tg T — Xy

existe et est finie.
On dit que f est dérivable a droite en x si

)~ f)
x%onr T — Xy

existe et est finie.

Remarque 4.2 1) La fonction f est dérivable en x si et seulement si la dérivée
a droite est égale a la dérivée a gauche en x.

2) La réciproque de la proposition 1 est fausse en général. Par exemple, la
fonction x — |x| est continue en 0 mais n’est pas dérivable en 0.

Exemple 4.2 Soit

Alors 0
o R () T Y
z—0+F r—0 =0+ T
et 0
i L@ = fO)
2—0— x—0 z—0t X

Ainsi f n’est pas dérivable en (.
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4.1.1 Opérations algébriques sur les dérivées

Soient f et g deux fonctions définies sur I'intervalle / de R et zy € I. Si les
fonctions f et g sont dérivables en z, alors

1. f 4 g est dérivable en zg et (f + g)'(zo) = f'(x0) + ¢’ (o).

2. fg est dérivable en xq et (fg)'(xg) = f’(x(/))g(xo) + f(z0)g'(z0).

3. Si g(x) #0, g est dérivable en z et <§> (m0) = f/(”CO)g(xgg)&ﬁgm)g/(“).

4.1.2 Dérivée de la fonction composée

Soient f : [ — Jetg:J — K avec I, J et K des intervalles de R. Si f
est dérivable en x et g est dérivable en f(xg) alors la fonction gof : I — K est
dérivable en z et

(g0 f) (o) = g'(f (o)) [ (wo)-

Exemple 4.3 Soient

f . RoR* @.1)
v f(x)=¢€" (4.2)
et
g RY > [-1,1] (4.3)
x +— g(x) = sin(z) (4.4)

Alors, la fonction h = g o f définie par
h : R—[-1,1] 4.5)
x +— h(z) = sin(e”) (4.6)

est dérivable et la dérivée de h est

W(x) = (go f)(z) = g'(f(x))f'(x) = € cos(e”)).

4.1.3 Dérivée de la fonction réciproque

Soit f : I — J une fonction continue et bijective. Si f est dérivable en xy € [
etsi f'(zg) # 0 alors I’application réciproque (ou la fonction inverse), notée f~ 1,
est dérivable en yo = f(x¢) et1’on a
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On remarque que si on pose ¢ = f~', alors on sait que (g o f)'(xg) =
9/ (F(0)) /(o). Ainsi ¢/(f(o)) = fL0x0)
puisque (g o f)(x) = (f~*o f)(z) = z alors (g o f)'(xz¢) = 1. Donc
1
—1y/
€T =
Ainsi .
—1y/ .
(f ) (yO) f/(xO)
Exemple 4.4 Soit
f o R —=]0,+o0|
x> f(r) =¢€"
puisque | est bijective, alors elle admet une fonction inverse f~' donnée par
f71 )0, 400[— R
y = [T y) = In(y),
avec y = €. Ainsi
1 1 1
fil / y = = —_— = -
PO = 5m "
4.1.4 Dérivées des fonctions usuelles
Ici, nous rappelons les dérivées de quelques fonctions usuelles.
Fonction f Dy Fonction dérivée f’ Dy
", neN R na™ ! R
1 n n e
= ,n €N\ {0} R\ {0} o s ! R\ {0}
z%, a €]0,+00] 10, +o00[ ar®! 10, +o00]
e’ R e’ R
1
Inz R\ {0} — R\ {0}
x
cos T R —sinx R
sin R cos T R
s 1 s
tan R\ {5 +7Z} | 1+ tan®(z) = o () R\ {5 + nZ}
| ® AT UN
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En utilisant la dérivée de la fonction composée, alors pour une fonction donnée f,
on a les formules de dérivations suivantes

(f)Y =nfrtf, pour neN
(fY =af*lf/, pour a€eR

4.2 Dérivées et extremas

On étudie dans cette section, le lien entre le signe de la dérivée et le sens de
variations d’une fonction réelle. Voici un premier résultat.

Proposition 4.2 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R. Alors

1) [ est croissante sur I si et seulement si sa dérivée f' est positive ou nulle sur I.
2) f est décroissante sur I si et seulement si sa dérivée [’ est négative ou nulle sur
L

3) f est strictement croissante sur I si et seulement si sa dérivée f' est strictement
positive sur I.

4) f est strictement décroissante sur I si et seulement si sa dérivée f' est stricte-
ment négative sur I .

Maintenant, soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et soit ¢ un
point de /. Alors

Définition 4.3 1) On dit que f admet un maximum en c siVx € I, f(z) < f(c).
2) On dit que [ admet un minimum en c siVx € I, f(x) > f(c).

3) On dit que f admet un extremum en c si elle admet un maximum ou un minimum
enc.
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s maximurnm

y=fix)

MIritmum

Définition 4.4 1) On dit que | admet un maximum local en c s’il existe un r > 0
tel que pour tout x € I N [c—r,c+ 1] f(z) < f(c).

2)On dit que f admet un minimum local en c s’il existe un r > (O tel que pour tout
zelnjc—rc+r] flz)> fle).

Dans les deux cas, on dit que f admet un extremum local.

\

II f \_

Min local \

- Minimum

Y
Maximum
r\'.
I '~.1 Max local
|
\ o
I i
|| F
I \ b Ao \ d Vs
1 ';I - ad 1 b il ®
a T ; E: & f e
IIII ."I b .."
| /
I

Exemple 4.5 Soit f(z) = 2°.
Remarquons que
Ve eR, f(z)=[f(0)=0.

Ainsi, 0 est un minimum.
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Proposition 4.3 Soit [ :Ja,b|— R une fonction dérivable. Si f admet un extre-
mum local en un point ¢ €)a, b[, alors f'(c) = 0.

Preuve
Supposons que ¢ est un maximum local de f. Soit x € I N [c — r, ¢ + 7] tel que
f@) < fle).
e Pourx < c,ona f(x) — f(c) < 0etx — ¢ < 0etdonc,
@)= 1@ Ly {0 =1
r—c z—e T —C

ePourz > c,ona f(z) — f(c) <Oetz —c > 0. Alors

F@) = 1) _ g S =)
Tr—c o T—re Tr—c o
Comme f est dérivable, alors on a
lim @) = J{e) = f'(c) = 0.
Tr—cC Tr — C

Remarque 4.3 La réciproque de la proposition précédente est fausse car par
exemple pour f(x) = 23 ona f'(0) = 0 mais 0 n’est pas un extremum local.

4.3 Théoremes fondamentaux de la dérivation

Théoreme 4.1 (Théoréme de Rolle)
Si f : a,b] — R est continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b| et si f(a) = f(b),
alors il existe ¢ €]a, b| tel que

f'(c)=0.

Preuve

e Si f est constante, alors sa dérivée est toujours nulle.

e Si f est non constante, alors f admet un mimimum global et un maximum
global sur [a, b] et ils sont de valeurs différentes. Comme f(a) = f(b), alors au
moins une des valeurs a ou b n’est pas un de ces extremas globaux. Donc, ceci
veut dire qu’il existe ¢ €]a, b[ qui soit un extremum global de f. Ainsi, d’apres la
proposition précédente, f’'(c) = 0.

Théoreme 4.2 (Théoreme des accroissements finis )
Si f : [a,b] — R est continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[, alors il existe
c €la, b| tel que

f(b) = fla) = (b—a)f'(c).
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Preuve
Posons

TO-ID o ga) = 1)~ 1~ o).

Remarquons que puisque g est dérivable sur |a, b[ alors g(a) = f(a) et g(b) =

fla) =1(b—a) = f(a).
Ainsi, par le théoréme de Rolle, il existe un ¢ €]a, b[ tel que ¢'(¢) = 0.
Comme ¢'(z) = f'(x) — [, alors ¢’(¢) = f'(c) — 1 = 0, ce qui implique que

f(b) — f(a)
b—a

l:

flle) = = f(b) = fla) = (b—a)f'(c).

Exemple 4.6 Montrons que

\/1+x<1+g, x> 0.

Posons f(x) = /14 z, alors f'(z) = ﬁ et f(0) = 1.
Pour x > 0, appliquons le théoréme des accroissements finis sur [0, x]. alors, il
existe un c €0, x| tel que

€)= ——=< —.
2V1+4+c 2
Ainsi,
V1 —1 1
+—x<—=>\/1+x<1+£
T 2 2
Ceci montre le résultat voulu.

Proposition 4.4 (Regle de I’Hopital).

Soient f et g deux fonctions continues sur |a,b] et dérivables sur |a,b| tel que
g'(z) # 0 sura,b|.

Silim, .+ f(z) = lim, .+ g(x) = 0, alors on a le résultat suivant

Si tim L0 g
z—at g(x) z—at g(ﬂ?)

Le résultat est vrai aussi silim, .+ f(x) = lim, .+ g(x) = oo.

20—

Exemple 4.7 lim >~ =/ Ona lim 2z —7m = lim cos?(x) = 0. Alors ,
2zt cos?(x) e e’
par la régle de I’Hopital,
, 2
lim = +4o00.

z—z+ —2cos(x) sin(z)
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4.4 Dérivées successives

Définition 4.5 Etant donnés un entier naturel n non nul et une fonction f dérivable
n fois sur 1. Alors, la dérivée nieme est définie de la facon suivante

700 = (v

avec pour convention f©) = f. (fN) = flet fO = f").
Si pour tout n € N, la dérivée nieme existe, alors on dit que [ est indéfiniment
dérivable sur R.

Exemple 4.8 La fonction f(x) = € est indéfiniment dérivable sur R.
Définition 4.6 e Soit n un entier naturel non nul. On dit que f est de classe C"

sur I si f estn fois dérivable sur I et sa dérivée nieme f™ est continue sur I.
e Sin = 0, alors on dit juste que f est continue. ( De classe C°).



