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Module: Algébre 1 Série de TD 03 " Les applications".
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Exercice 01: Soient f et g deux applications définies de R dans R telles que :

1
241

fl@)y=2x+5et g(x)=

1) g est-elle injective? surjective?

2) A-t-on fog = go f? Justifier.
3

(1)
(2)
(3) Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses?
(a) f({0}) ={5}, (b)) 0e f1({5}), (c) f'(5) =0,

(d) g7' ({1}) = {0} et (e) g~ ({0}) = 0.

(4) Déterminer f ([0,1]), f~1([5,7]), f (R), g ([-4,~1]), g ([-2,~1]) et g ([-4, -1] N [-2, ~1]).

(5) Déterminer g~ ([—4,—1]), g7 ([0,4]) et g~ ([1, +o0[) .
Solution :

(1) g n'est pas injective car :

—1#1letg(=1)=g(1).

Elle n’est pas surjective car :

pour y = —2;Vx € R, g (x) # —2 (g (z) est toujours positive).

2)
Fog(@) =1o@) =1 (7)) = g+
et
gof(w)=g(f(w))=g(2x+5)=m,

ce qui implique que : fog#go f.

(3) Sachant que :
' (x)=3>0,

donc f est strictement croissante d’ou l'injectivité de f.

d’autre part :
-5



donc : 5
VyER;Hmzy?eRtelque: f(x)=uy,

donc f est surjective, donc elle est bijective, d’ou f~! existe.

(a) f({0}) = {5} est vraie car: f(0)=5.

(b) 0 € f~1({5}) est vraie car : f(0) = 5.

(c) f71(5) = 0 est vraie car : f est bijective et f (0) = 5.

(d) g7 ({1}) = {0} est vraie car : g (0) = 1 et Vz € R; g (x) # 1.
(e) g7 ({0}) = 0 est vraie car : Vo € R, g (z) # 0.

(4) f est une fonction croissante et g est une fonction décroissante sur R et
croissante sur R™)donc :

() £(0,1) = [ (0). £ (V] = [5.7]
(@) £ (5.7 = [F1(5), £~ (7)] = [0,1]
(i) £ (R) = | lim_f(2), lim f(x)| =]-00,+oo|
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Exercice 02:

(1) Montrer que f de R dans |—1,1[ définie par:

f(x)= est bijective et déterminer sa réciproque.

(2) Soit f de [0, 1] dans [1, +o0[ définie par:

1
V1—a2

flx) =

a) Montrer que f est une application et qu’elle est bijective.
b) Définir alors ’application réciproque.
Solution :

(1) (a) f est elle injective 7
Vay, 22 € R, si f(x1) = f(x2) = 21 =22 7



Soient z1,zs € R,

f(z1) = f(z2) =

X1 - o
L4 |zi| 1+ |2

(21,22 ont le méme signe),

. sizy >0et x5 >0= 21 = x9,
= . si 1 > 0 et 2 < 0,ne convient pas car x1, o ont le méme signe,

= . si x1 <0 et 2 > 0,ne convient pas car x1, s ont le méme signe,
Fp—n el <0etxg <0= 21 =29,
= x1 = T9 = f est injective.

(b) f est elle surjective ?

Montrons que :

Yy e]-1,1[,qz € R tel que : f (z) = v.

(i) Sty € |-1,0[ = 2 < 0= 5 =y = 2=, <0 quiexiste si :
ye}_LO['
(ii) Siye[071[:>m>0:>H—x—y:h"n:lg—y<0quiexistesi:ye[O,l[.

conclusion : f est une application bijective car elle est injective et surjective
avec :

f_l : }—1 1[—>R
{ T, siy €[0,1],
Yy = Y
1ersuge] 1,0][.

(1) Montrons que f est une application :

(i) f est une application < Vz € [0,1[,3y € [1, oo tel que : f(z) =y ?

! *7:]; T
f(x)i(]_fmﬂ)%z()’ ca 6[071[7

donc f est croissante, de plus on a :

FO) =Tt lim f () =+

ce qui implique que f ([0,1]) = [1, +oo[, d’ou f est une application de [0, 1]
dans|1, +o0|.

(ii) Montrons que f est bijective.
* f est injective car :

Vo, zg € [0,1[, f (21) = f (22) = L = !

V1-22 \/1—303’
2

= xlzxgé:rlzxzcarxlEOetzQZO.




* f est surjective car :

Yy € [l,4o0[,3x €[0,1] tel que: f(z) =y,

1 1 )
= /71—$2_y:>1—.’132_y,
1 1 |
= —2:1—x2:>m2:1——2:y2 ,
() Y Y
Vy?—1
=>gr=~———¢€[0,1[,cary > 1. (1)

Y

Conclusion : f est bijective car elle est injective et surjective.

(2) Puisque f est bijective alors Papplication réciproque d’apres (1) est donnée

par :
7t 1, 4oo] — [0,1]
Jo2
y = fﬁl(y):yTy

Exercice 03: Soit h 'application de R dans R définie par: h (z) = zﬁil.

(1) Vérifier que pour tout réel @ non nul on a: h(a) =h ().

I'application h est-elle injective? Justifier.
(2) Soit f la fonction définie sur l'intervalle I = [1,+oo[ par f (z) = h ().

Montrer que f est injective.

Q

=3

)

)

) Vérifier que: Va € I, f (z) < 2.

¢) Montrer que f est une bijection de I sur ]0,2] et trouver f~! (x).
Solution :

(1) a) Verifions que pour tout réel @ non nul on a : h(a) = h (1).

h(a)_}l<1> _ _da 41

a a?+1  (1)7 4
_ 4a ;1
4a 4q 1
= 2 0 _0=h(a)=h(>).
a2+1 a2+1 (a) <a>

b) L’application h est-elle injective ?



h n’est pas injective car pour :
1
I =2et To = 5,.1?1 #%2,

mais d’aprés (1), h(2) =h(3).
(2) Soit f la fonction définie sur l'intervalle I = [1, +o0[ par f(x) = h(x).
(a) Montrons que f est injective c’est-a-dire :
Vai,ze € Risi f (z1) = f(22) = 21 = x9.

En effet :

45(}1 41‘2
= = — —
f(xl) f(xQ) x% 1 I%Jrl

4z, (x% + 1) =4z, (x% + 1)
1 (;U% + 1) = Tg (x% + 1)

T1T2X2 — L2X1X1 + T1 — Tg = 0

1o (T2 — 1) + (1 —x2) =0

(@1 — 22) (1 — 212) = 0,
(1 = ) ou (ml - ;) ,

mais T = i est un cas qui n’est pas possible pour x1,z9 € [1, +oo[ sauf si
T = Xg = 1.
Conclusion : f est injective.

R

(b) Vérifions que : Ve € I, f(x) < 2.

Soit x € I,
4z 4r —2(x? + 1)
9 = = g2 T
f @) x2+1 241
(x2—2m+1)
= o\ =T
2 +1
—2(z—1)°

(c) Montrons que f est une bijection de I sur ]0,2] et trouvons f~! (x).
f est surjective car :
Yy €10,2],3x € [1,400[ tel que : f(z) =y.

En effet :



donc :
A=16—4y*> >0car: y<€]0,2],

ce qui implique que :
T =24 2v/4 — y?

ou

Ty = (2 —2¢/4 — yz) < 0 une solution qui ne convient pas,

=z =2+42y/4—y?, qui existe Yy € ]0,2].
Conclusion : f est bijective car elle est injective et surjective.
De plus 'application réciproque est :

ST 0,2] = [1, +oo]
r — fl(z)=24+2V4 - 22

Exercice 04: Soient a,b, ¢ et d des réels non nuls donnés, et soit f définie comme suit:

f :+ A—B

ar + ¢
v J@) =gy

Comment doit-on choisir les plus grands inconnus A et B et les autres
constantes pour que f soit :

(1) une application? (2) injective? (3) surjective? et (4) bijective?
Solution : Soient a, b, c et d des réels non nuls donnés, et soit f définie comme
suit :

f : A—B

axr + ¢
v F@ =g

(1) f est une application si Vo € A,y € B tel que : y = f ().
. d _ d
On remarque que f (x) existe pour tout z # —§ = A =R — {—3 .

(2) f est injective & Vay,xe € A, f (z1) = f (z2) = x1 = 2.

. ax1+c_a332+c
Pl = flo) = = 7 d

(azx1 + ¢) (bxe + d) = (bx1 + d) (az2 + ¢,

abxixo 4+ adxy + cbxo + c¢d = abxixo + bexy + daxs + cd,
adxq + cbro = bexy + daxs,

(ad — be) z1 = (ad — be) x4,

Pl



donc pour que x1 = x5 il suffit que : (ad — be) # 0.
Conclusion : pour que f est injective il suffit que :
(ad —bc) # 0 et A =R — {—4}(la condition de I'application).

(3) f est surjective & Vy € B,3z € Atel que: f(z) =y.

<ﬁ?a:r+ci
Y botrd Y
& ar+ce=(br+d)y

dy —
<:>£L':yc

f(x)

. iste si #CL
ui existe si —.
afbyq Y7

Donc f est surjective si et seulement si y # ¢ c’est-a-dire :
B=R-{%} et A=R— {—%}(la condition de I'application).
(4) f soit une application bijective < f est une application injective et sur-

jective donc les conditions sont d’aprés les premiéres questions :

d

A:R—{—b},(ad—bc);«éOetB:R—{Z}.

Exercice 05: Soient F, F, G trois ensembles et f : E — F,g: F — G deux applications.
(1) Montrer que: go f est injective = f est injective.
(2) Montrer que: go f est surjective = g est surjective.
(3) f et g sont bijectives = g o f est bijective et (go f) ' = fLogL.
Solution :
(1) Montrons que : g o f est injective = f est injective.
Supposons par l'absurde que f n’est pas injective, c’est-a-dire :

Jz1,20 € FEavecxy #xget f(z1) = f(x2)
= gl[f(z1)] = gl[f (z2)],car g est une application
= gof(z)=gof(xz) avec s # x2,

donc g o f n’est pas injective. (contradiction), ce qui implique que f est
injective.

(2) Montrons que : g o f est surjective = g est surjective.

g o f est surjective avec go f : E — G,
=VzeG,dxe Etelque:go f(z) =z,
=glf@)]=z2=3y=[f(z)€F,

car f est une application d’ou : g (y) = z,alors g est surjective.



(3) Si f et g sont bijectives. Montrons alors que : g o f est injective ensuite
qu’elle est surjective ?

(a) Pour Iinjectivité :

Soient x1,x9 € E avec x1 # 9 alors f (z1) # f (x2) car f est injective, donc

glf (w1)] # g[f (x2)] car g estinjective,

alors g o f est injective.
(b) Pour la surjectivité :
Ona: Vze G,3y € F tel que : g(y) = z car g est surjective, mais :
Jz € E tel que f (z) =y, car f est surjective,
d’ou :

gly) = z=g[f ()] =2z, car f est surjective,
= VzeG,Ixe€E (gof)(z) =z

donc g o f est surjective.
Conclusion : g o f est bijective car elle est injective et surjective.
De plus sachant que si on a :

hok=koh=1Id=k=h"".(Id: application identité) (2)
Dans notre cas :

(flogt)o(gof) = flo(glog)of

-
floldof=f"tof=1Id,
de plus :

(gofo(ftog™t) = go(fof)og™
= goldoglgog™ =1Id.

Conclusion : D’apres (2) :



