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Faculté des sciences *** lere Année MI 2021-2022.
Module : Algebre 1 / 2éme série de TD.
Exercice 01: Compléter les diagrammes suivants pour qu’'une relation binaire &, sur ’ensemble
A ={1,2,3,4}, soit:

(1) Symétrique, transitive mais non réflexive.

R|1[]2 |3 |4

1

2 + | +

3 + | +

4 +
(2) Reéflexive, non symétrique et non transitive.

RI1 2|3 |4

1 +

2 |+ +

3 +

4 +

(3) Une relation d’équivalence, puis donner la classe d’équivalence de chaque élément de

A
R[1 234
1 +
2 +
3 +
e +

Exercice 02: soit S la relation dans R définie par:

aSh < a®> — b =a—b.

(1) Montrer que S est une relation d’équivalence.

(2) Discuter suivant la valeur de m le nombre d’éléments contenus dans la classe de m.



Exercice 03: Soit R la relation binaire définie sur Z x N* par:
(z,y) R (2, y) & zy —a'y = 0.
(1) Montrer que R est une relation d’équivalence.
(2) Déterminer cl ((1,2)) et ¢l ((—1,2)).
Exercice 04: Soient E un ensemble non vide et F' une partie non vide de E.
Dans P (E), ensemble des parties de E, on définit la relation R par:
V(A,B) e P(E)x P(E),ARB< ANF=BNFE

1) Montrer que R est une relation d’équivalence.

(1)

(2) Déterminer C1((), classe d’équivalence de 1'ensemble vide.
(3) A-t-on: E € CL((0)? Justifier.

(4) Déterminer Cl(E). En déduire C1 (F).

Exercice 05: Soit ® une relation d’ordre définie sur N* par:
x®Py < dn € N* tel que: 2" = y.

(1) Cet ordre est-il total ?

(2) Soit 'ensemble A = {1,4,8}. Déterminer s’ils existent, max A et min A pour 'ordre
.

Exercice 06: Soit dans R? la relation < définie par:
(,y) < ()< ety<y.

(1) Montrer qu'il s’agit d’une relation d’ordre. L’ordre est-il total 7

(2) Préciser deux minorants, deux majorants, bornes inférieure et supérieure de la partie:
A={(1,2),(3,1)}.
(3) La partie A posséde-t-elle un plus grand élément? Un plus petit élément?.
Exercice 07: Soit E I'ensemble des parties de R de la forme |—o0, z] avec z € R,
c’est-a-dire: E' = {]—o0,z],z € R}. On définit dans F la relation R par:
VX, Y e E, XRY & X CY.

(1) Montrer que R est une relation d’ordre.
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(2) L’ordre est-il total? Justifier.

(3) Soit F' C E défini par: F = {]—o0, 2|,z < 5}.

)
)
)
b)

*Le corrige*

Exercice 01 : Compléter les diagrames suivants pour qu’'une relation binaire R, sur ’ensemble A =

{1,2,3,4}, soit :

1) Symétrique, transitive mais non réflexive.

a) Déterminer I’ensemble des majorants de F.

Déterminer, s’ils existent, sup F' et le plus grand élément de F.

R

1

=W N =

+
_|_
+

+
+
+

+
_|_
_|_

2) Réflexive, non symétrique et non transitive.4$3 et 3R2 mais 472

R

2

4

1
+
+

+

4|+

=W DN =

+|+

3) Une relation d’équivalence.

W N g

4|+ |+

[

[+ |+ ] e

]

La réflexivité : 1R1, 3R3.

La symétrie : 154 = 4R1, 2R3 = 3R2.

La transitivité : 1R3 et 302 = 1R2 = 2R1 (la symétrie).
2R1 et 14 = 2R4 = 4R2 (la symétrie).

2R3 = 3RN2 (la symétrie).

3R1 et 174 = 3R4 = 4R3 (la symeétrie).

cl(1))el(2) = cl(3) = cl(4) = {1,2,3,4} .

E/R = {cl(1)}.




Exercice 02 :

(1)
2)

Soit S la relation dans R définie par :

aSh <= a*>—b> =a—0b.

Montrons que S est une relation d’équivalence.

S est-elle réflexive?

S est réflexive < Va € R, aSa.
VaeR,0=0=da®—0a®=0a—a= ala,
alors S est réflexive.

S est-elle symétrique?

S est symétrique < Va,b € R, aSb = bSa?

Va,b € R,aSb=a*>—bt=a—b
= (a®*=0%) (-1) = (a—b) (-1
= VP-a*=b—a
= bSa.

alors S est symétrique.

S est-elle transitive?

S est transitive < Va, b, c € R, aSb et bSc = aSc?

Va,b,c € R,aSbet bSc
= d-P=a—-bet P-C=b—c

La somme des deux équations

= d-=a—-c=aSc,

alors S est transitive.

Conclusion : Puisque S est réflexive, symétrique et transitive alors c’est une relation
d’équivalence.

Discuter suivant la valeur de m le nombre d’éléments contenus dans la classe de m
(noté cl(m) ou m).
c(m)={a € R,aSm}.

Les inconnus sont les a?

aSm & (a® —m?®) = (a—m)

< (a—m) Py, = (a—m) car ( m est une solution),



par la division euclidienne on a :

3 3

a’ —m a—m
—a® + ma? a® + ma + m?
ma? — m?
—ma2+m2a
m2a — m?
—m2a +m?
0
Donc :
(a—m)P, = (a—m)
& (a—m)(a®>+ma+m?) =(a—m),
alors :
a—m=20
ou
a—m#0=a>+ma+m?=1
donc :
a=m.
ou bien :

aA4+ma+miP=1<d®+ma+m?>—1=0.
A=m>—4(1)(m*—1) =4—-3m>.
Donc on a trois cas :

ler cas : Si 1 9
A:0:>4—3m2:0:>m2:§:>m::l:—.

&

On a 2 éléments dans la classe de m.
2éme cas : Si
A<0= E} Q{U}Z + {
m —00; ——— — 400 .
V3

On a un éléments dans la classe de m qui est m.

3 éme cas : Si
A>0:>m€]——,

On a 3 éléments dans la classe de m.

Exercice 03 : Soit R la relation binaire définie sur Z x N* par :

()R (2, y) & xy — 2’y = 0.

(1) Montrons que R est une relation d’équivalence.



a) R est-elle réflexive?
R est réflexive < V(z,y) € Z x N*; (x,y)R(x, y).
Soit (z,y) € Z x N*;

alors R est réflexive.

b) R est-elle symétrique?
R est symétrique < V(z,vy), (¢/,y') € Z x N*;

(z, )R (,) = (¢, R(z, y)?

Soient (x,y), (2',y') € Z x N*:

(z,y)R(2,y) = zy —2'y=0
= (=1)(2y —2'y) =0
= ry—ay =0
= (2,9 R(z,y),

alors I est symétrique.

c) R est-elle transitive?

R est transitive < Y(x,y), (2',y), (2", y") € Z x N*;
(@, )R (@) et (2/,y) R (", y") = (2,y)R (", y").
Soient (z,y), (2',y), (2", y") € Z x N* :

(z,y)R (2, y") et (2, y") R (", y")

/) [

= vy —2y=0et 2y’ — 2"y =0
=
T /
fvy’—fv/yz():‘x’ZTy(y#O),
donc
:E,y” _ :E”y, — 0 :> <%y,) y// _ J://y/ — 0
xy/y// . x”y’y .
)

2y —a"y'y =0
y'(zy" —a"y) =0

2y’ — 2"y =0,cary #0
(2, y)R (2", y"),

L el
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alors R est transitive.

Conclusion : Puisque R est réflexive, symétrique et transitive alors c’est une relation
d’équivalence.

(2) Déterminons cl((1,2)) et cl((—1,2)).

c((1,2)) = {(z,y) € Zx N (2,y) R(1,2)} .
(Ib,y)%(l’/,y/) A SL’y/ - :Uly =0.

(z,y) R(1,2) & zx2—-1xy=0

s 2r—y=0
&y =2,
alors :
c((1,2)) ={(z,2z) ,z € N*}.
ou écrire :

cl((1,2)) = {(gy) y=2ke N*}
D’autre part :
c((—1,2)) ={(z,y) € Z x N* (z,y) R(-1,2)} .

(2, y)R (2, y) & zy’ — 2’y = 0.

(z,y) R(—-1,2) & zx2—(-1)xy=0

& 204+y=0
&y = —2z,
alors :
d((-1,2)) = {(z,—2z), 2 € Z* }.
ou écrire :

c((—1,2)) = {(—%y) y=2%ke N*}

Exercice 04 : Soient £ un ensemble non vide et F' une partie non vide de E.
Dans P(FE), ensemble des parties de E, on définit la relation R par :

V(A,B)€ P(E)x P(E),ARB < ANF =BNF

(1) Montrons que R est une relation d’équivalence.

a) R est-elle réflexive?
R est réflexive < VA € P (E); ARA.
Soit A€ P(E);

ANF = ANnF
= ARA.

alors R est réflexive.



b)

(3)

R est-elle symétrique?

R est symétrique < VA, B € P(E);
ARB = BRA?
Soient A,B € P(E) :

ARB = ANF=BNF
= BNF=ANF
= BRA,

alors Jt est symétrique.

R est-elle transitive?
R est transitive < VA, B,C € P (E);

ARB et BRC = ARC.
Soient A, B,C € P(E) :

ARB et BRC
= ANF=BNFet BNF=CNF
= ANF=CNF
= ARC,

alors R est transitive.

Conclusion : Puisque R est réflexive, symétrique et transitive alors c’est une relation
d’équivalence.

Déterminons cl(9).

cd(@)={Ae€ P(E), ARc}.
ARB< ANF=BNF

ARG & ANF=0NF
&S ANF=go

alors : N B
ACCL=F« Ac P(F).
Conclusion : B
(@) = {A € P(F)} )
A-t-on : E € cl(2)?

E € cl(2) & E C F ce qui est faux,
donc : E ¢ cl(2).



(4)

‘e supplémentaire :

(1)
a)

b)

Déterminons cl(F).
cdl(E)={Ae€ P(E),ARE}.

ARE & ANF=ENF
ANF=F
FCA
A=FUX,XCF

t ¢

Conclusion :

d(E)={FUX,XeP(F)}.
En déduire CI(F'), pour X = &, on trouve :
FUX=FUg=FecClFE),

donc :
CIUF)=cl(E).
car :
x € cl(a) = cl(z) = cl(a).
Soit R définie sur Z par :

2Ry < (x — y) multiple de 4.

Montrons que R est une relation d’équivalence :

Montrons que R est réflexive :
R est réflexive < Vo € Z; xRw.
Soit x € Z :
0 = 0x4
0 multiple de 4

(x — ) multiple de 4
xRz

R

Alors R est réflexive.

Montrons que R est symétrique :
R est symétrique < Ve, y € Z; xRy = yRx.
Soient x,y € Z:

Ry = (z —y) multiple de 4
= (v—y)=4k ke Z
= (y—x)=4(-k),(—k) € Z
= (y — z) multiple de 4
= yRx.

alors Jt est symétrique.



c) Montrons que R est transitive :
R est transitive & Va,y, 2z € Z; xRy et yRz = xRz,
Soient z,y,z € Z :

Ry et yRz = (x — y) multiple de 4 et (y — z) multiple de 4

= (x—y) =4k, k1 €Z

et (y—2z)=4ky, ko €Z

La somme = (v — 2) =4 (k1 + ko), (k1 + k2) € Z

= (z — z) multiple de 4

= xRz.
Alors R est transitive.
Conclusion : R est une relation d’équivalence car elle est réflexive, symétrique et
transitive.

(2) Trouver la classe d’équivalence de 1 et de 3.
cl(a) ={z € Z/xRa} .
c(l) ={x € Z/xR1}.
Rl < x — 1 multiple de 4

&S rv—1=4k ke Z
&S rv=4k+1,keZ

(1) ={..,—7,-3,1,5,9, ...} .
cl(3) ={x € Z/xR3}.
R3 < x — 3 multiple de 4

& 1-3=4k ke’
& r=4k+3,keZ

d(3)={..,-5,-1,3,7,11,...}.

(3) Déterminer I’ensemble quotient:

Définition : ’ensemble quotient est I’ensemble des classes d’équivalence, noté E/R.
E/R = {cl(1),cl(2),cl(3),cl(0)}.

car :

Z = cl(1)Ucl(2) Ucl(3) Ucl(0).

Exercice : .
Dans R*,zRy & — > 0
y

cd(l)={z eR*,z >0} =10, +o0].
cl(—1) =]—o00,0].
Alors I'ensemble quotient :

E/R={cl(1),cl(-1)}.
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Exercice 05: Soit ® une relation d’ordre définie sur N* par:

x®y < dn € N* tel que: 2" = y.

(1) Montrons ® est une relation d’ordre :

a) ¢ est réflexive < Vo € N* xdx.
Soit z € N¥,
Pourn = 1
= dn € N* tel que : 2" = .
= zdx.

Alors ® est réflexive.
b) ® est antisymétrique < Vr,y € N* 2dy et ybz = z = y.
Soient z,y € N*,

Py et yPr = (Ing € N* tel que: 2™ =y) et (Ine € N* tel que : y™* = x)
(yng)nl — y = yn2n1 — y = Nony = 1

4

= ngo=n; =1

= r=y.
Alors ® est antisymétrique.

c) ® est transitive < Vz,y,z € N* 2®y et ydz = 2Pz,
Soient x,y, z € N*,

x®y et ybz = (Ing € N* tel que: 2™ = y) et (Iny € N* tel que : y™ = z)
= (M) =z=a2™" =z, nyny € N

= xPz.
Alors ® est transitive.
Conclusion :
® est une relation d’ordre car elle est réflexive, antisymétrique et transitive.
(1) Cet ordre est-il total 7
L’ordre est total si et seulement si :
Vr,y € N*, x®y ou yPux.

& Va,y € N*, (Ing € N* tel que : 2™ = y) ou (Ing € N* tel que : y" = x).
Pour z =2ety=>5:

Vn € N 2" £5et 5" £2,

= (2 n’est pas en relation avec 5 et 5 n’est pas en relation avec 2),

alors 'ordre est partiel.
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Vo,y € Rz <y ouy < z.(Brouillant)

(2) Soit 'ensemble A = {1,4,8}. Déterminer s'ils existent, max A et min A pour l'ordre
.

Les majorants :
M majorant de A < Vo € A, xPM.

Alors :
1M = dny e N* tel que : 1™ =M = M = 1.

A4OM = dny € N* tel que : 4™ = M = M = 4,16, ...
8OM = dnz € N* tel que : 8 = M = M = 8,64, ...

L’intersection entre les solutions donne que ’ensemble des majorants est vide.
Donc :
sup A et max A n’existent pas.

Remarque : Si on a la relation dans un autre exercice :
Soit @ une relation d’ordre définie sur N* par :

x®Py < dn € N tel que : 2" = y.
Soit 'ensemble A = {1, 4,8} . Déterminer s'ils existent, max A et min A pour l'ordre ®.

1. Les majorants :
M majorant de A < Vo € A, 2®M.

Alors :
1®M = dny e Ntel que: 1™ =M = M = 1.

AOM = dn, € Ntel que : 4™ =M = M =1,4,16, ...
8PM = dng e Ntel que: 8™ =M = M =1,8,64, ...

L’intersection entre les solutions donne que ’ensemble des majorants est {1}.
Donc :
supA=1€ A= maxA=1.

Les minorants dans le cas : Soit ® une relation d’ordre définie sur N* par:
x®y < In € N* tel que : 2" = y.

m est un minorant de A &
Ve e A, mdx.

Donc :
m®Pl = dn; e N*telque: m" =1=m=1

m®P4 = dn; e N* tel que: m" =4 =m =2,4
mP8 = In; € N* tel que: m™ =8 =m =28

L’intersection entre les solutions donne que I’ensemble des minorants est vide.
Donc :
inf A et min A n’existent pas.
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Remarque 3: Si on a la relation dans un autre exercice :
Soit @ une relation d’ordre définie sur N* par :

x®y < dn € N tel que : 2" = .

m est un minorant de A &
Vo e A, m®x.

Donc :
m®1 = In; € N tel que: m™ =1=m € N*(a® = 1,Va € N¥)

m®P4 = dn; € Ntel que: m™ =4 =m=2,4
m®P8 = dn; € Ntel que: m™ =8 =m = 2,8

L’intersection entre les solutions donne que 1’ensemble des minorants est {2}.
Donc :
inf A =2 ¢ A donc min A n’existe pas.

Remarque 4 : Si on veut trouver les majorants et les minorants de B pour 'exercice :
Soit @ une relation d’ordre définie sur N* par :

x®Py < dn € N tel que : y" = =.

avec B = {2,8,64}.
23 = 8 = 82 et 82 = 64 = 64P8.

Conclusion :
649892 = sup A = max A = 2 et inf A = min A = 64.

Les majorants :

M est un majorant de A < 2®M
= dneNtelque: M"=2= M =2.

Donc le seul majorant est 2.
Les minorants :

m est un majorant de A < mP64
= 3dneNtelque: 64" =m = m = 1,64,64%, ...

Donc les minorants sont : {64", n € N}.
Exercice 06: Soit dans R? la relation < définie par :
() < (@) e r<dety<y.
(1) Montrons qu'il s’agit d’une relation d’ordre.

a) Montrons que < est reflexive.

< est reflexive & V (z,y) € R?, (z,y) < (z,y) .
r<wety<y=(r,y) <(2,9),

donc < est reflexive.
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b) Montrons que < est antisymétrique.

< est reflexive &

V(z,y), (@) e R? (2,y) < (2,y) et (2, ) < (x,y) alors (z,y) = («/,y).
Soient (z,y), (z/,y') € R?:

(2',y) et (¢,y) < (z,9)
(z<a’ety<y) et (2’ <wzety <y)

(z,9)

R
8
I

donc < est antisymétrique.

Montrons que < est transitive.

< est transitive <

V(z,y), (@, y), @ y") € R (z,y) < (2,y) et (2/,y) < (2", y") alors (z,y) <
(2", y").

Soient (z,), (z/,y), (2",y") € R?:

Ij)y/) et (x/’y/) S (ﬂj”’y/,)
ety <y) et (2 <a’ety <y

(z,9)

R A

donc < est transitive.

Conclusion : < est une relation d’ordre car elle est réflexive, antisymétrique et transi-
tive.

L’ordre est-il total 7

L’ordre est total <

V(z,y), (@) € R%ona (z,y) < (zy) ou (2,y), (v,y)
= (<t ety<y)ou (v’ <zety <y).

Pour (2,3) et (6,1) on ani (2,3) < (6,1) ni (6,1) < (2,3), alors 'ordre est partiel.

Préciser deux minorants, deux majorants, bornes inférieure et supérieure des parties
suivantes :

B = {(375) ) (172)}'
(1,2) < (3,5).

Alors :
sup B =max B = (3,5) et inf B=min B = (1,2).

De plus pour les majorants :
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(M, M) est un majorant de B < V (z,y) € B, (z,y) < (M, M), donc :

(3,5) < (Ml,M2>:>3§M1 et 5 < M,
(1,2) < (Ml,M2>:>1§M1 et 2 < M,
= 3§M1€t5§M2,

alors I’ensemble des majorants est :
{(Ml,MQ) ,3 S M1 et 5 S MQ} .

deux majorants sont : (4,6),(15,20).
Pour les minorants :

(m1, m2) est un minorant de B < VY (z,y) € B, (my, ma) < (z,y), donc :

(my,ma) < (3,5) =my <3etmyg <5
(my,ma) < (1,2) = my <1etmyg <2
= mp < 1letmy <2,

alors I’ensemble des majorants est :
{(my,mz),m; <1etmy<2}.

deux majorants sont : (—4, —6),(—15, —20).

A={(1,2),(3,1}.
De plus pour les majorants :
(M, Ms) est un majorant de A < V(x,y) € A, (x,y) < (M, Ms), donc :

(1,2) < (Ml,Mg):>].SM1 et 2 < M,
(3,1) < (Ml,Mg):>3SM1 et 1 < M,
= 3§M1€t2§M2,

alors ’ensemble des minorants est :
{(Ml,MQ) ,3 S M1 et 2 S MQ} .

deux minorants sont : (4,6), (15, 20).
Pour les minorants :

(mq, mgy) est un minorant de A <V (z,y) € A, (mq1,ms) < (z,y), donc :

(ml,mg) < (1,2):>m1 <letmy <2
(my,ma) < (3,1) =my <3etmy <1
= mp < 1letmg <1,

alors ’ensemble des minorants est :
{(ml,mg) , My S 1et mo S 1} .

deux minorants sont : (—4,—6), (—15, —20).
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(3) La partie A posséde-t-elle un plus grand élément? Un plus petit élément?.
sup A = (3,2) ¢ A = max A n’existe pas.

et :
inf A= (1,1) ¢ A = min A n’existe pas.

Exercice 07: Soit E l’ensemble des parties de R de la forme |—o0, z] avec = € R,

c’est-a-dire : F = {]—o00,z],z € R}. On définit dans E la relation R par :

VX,Y € BE,XRY & X C Y.
(1) Montrer que R est une relation d’ordre.

a) R est-elle réflexive?
R est réflexive & VX € F, XRX.

X CX=XRX,
alors R est réflexive.

b) R est-elle antisymétrique?
R est antisymétrique < VXY € E, XRY et YRX = X =Y.
Soient X, Y € E :

XRY et YRX =X CYetY CX=X=Y,
alors i est antisymétrique.

c) R est-elle transitive?
R est transitive & VX,Y,Z € E, XRY et YRZ = XRZ.
Soient X,Y,Z € E :

XRY et YRZ=>XCYetYCZ=XCZ=XRZ

alors R est transitive.

Conclusion : R est une relation d’ordre car elle est réflexive, antisymétrique et transi-

tive.

(2) L’ordre est-il total? Justifier.

L’ordre est total si et seulement si :

VXY € E, XRY ouYRX.
= VX, YeE, XCYouY CX.

Sachant que : E = {]—o00,z],x € R}. Donc dans ce cas :

X =]—00,21] et Y = |—00, x9]
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ler cas : Si xq > xo, alors :
Y CX=YRX.

2 éme cas : Si 1 < xo, alors :

X CY = XRY.

Conclusion : L’ordre est total.
(3) Soit F' C E défini par : F = {]—o0, ],z < 5}.

a) Déterminer I’ensemble des majorants de F.
M est un majorant de F' < VX € F, XRM.

XRM & X C M,
alors I’ensemble des majorants est :

{]—OO,y} Y > 5}

b) Déterminer, s’ils existent, sup F et le plus grand élément de F.
sup F' = |—00,5] € F' = max F' = sup F' = |—00, 5].

a) Déterminer I’ensemble des minorants de F.
m est un minorant de F' < VX € F,mRX.

mRX < m C X,

alors ’ensemble des minorants est :
.

F ={]—o0,z],z <5}.
b) Déterminer, s’ils existent, inf £ et le plus petit élément de F.

inf F' et min F' n’existe pas.
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