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Exercice 01: Soit P;Q et R trois propositions.

(1) Dresser la table de vérité de la proposition suivante: messirdi bachir

(A) :
�
(P ) Q) _R

�
, [R ^ (Q) P )] :

P Q R R P ) Q Q) P (P ) Q) _R R ^ (Q) P ) (A)
1 1 1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1 0 0
1 0 1 0 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1 0 0

(2) Sans l�utilisation de la table de vérité montrons que cette proposition est
vraie:

(1) :
�
P ^ �P

�
fausse.

(2) :
�
P _ �P

�
vraie.

(3) :
�
P ^ �P

�
^R) H vraie.

(4)
�
(P ) Q) ^

�
P ^Q

��
) R:

Puisque P^Q est la négation de la proposition P ) Q, alors la proposition
(P ) Q) ^

�
P ^Q

�
est toujour fausse donc l�implication est vraie si la

première proposition est fausse.

0 ) 1

1 ) 1

(5) : [(P ) Q) ^R])
�
P _ �P

�
:

(3) Ecrire la négation et la contraposée de la proposition suivante:

des quanti�cateurs : P ) Q

La négation est:

(négation) des quanti�cateurs : P ^Q:

La contraposée est:

( laissez) les quanti�cateurs : �Q) �P :
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(a) : (8x 2 R) (9y 2 Z) ; (x� y < 0)) (y � 0) :

La négation est:

(a) : (9x 2 R) (8y 2 Z) ; (x� y < 0) ^ (y < 0) :

La contraposée est:

(8x 2 R) (9y 2 Z) ; (y < 0)) (x� y � 0) :

::::; (P ) Q), ::::; ( �Q) �P ):
���������������

::::; (P ) Q)

Exercice 02: Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses? Justi�er votre
réponse.

8x 2;9y 2 ::::! y dépend de x:

a) 8x 2 R;9y 2 N; x+ y > 0:
Dans cette proposition le y dépend de x s�il existe donc :

x+ y > 0) y > �x;

alors on a deux cas

1er cas: si �x < 0) x > 0, alors il su¢ t de prendre y = 0: ou bien (1; 2; 3; ::::)

2ème cas: si �x � 0, alors il su¢ t de prendre y = [�x] + 1:
où [:] désigne la partie entière (qu�on peut la noter E(:)).

Conclusion: Dans les deux cas la proposition est vraie.
La négation est :

9x 2 R;8y 2 N; x+ y � 0:

b) 9x 2 Z;8y 2 R; 2x� y < 0:

La négation de cette proposition est :

8x 2 Z;9y 2 R; 2x� y � 0:

Dans cette proposition le y dépend de x s�il existe donc

2x� y � 0) y � 2x;

qui est vraie car il su¢ t de prendre: y = 2x par exemple.
Conclusion: La proposition b) est fausse car la négation est vraie.
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b2) 9x 2 R;8y 2 Z; 2x� y < 0:
La négation de cette proposition est :

8x 2 R;9y 2 Z; 2x� y � 0:

Dans cette proposition le y dépend de x s�il existe donc

2x� y � 0) y � 2x;

qui est vraie car il su¢ t de prendre: y = [2x] par exemple.

Alors la proposition b2) est fausse.

b3) 9x 2 R;8y 2 N; 2x� y < 0:
La négation de cette proposition est :

8x 2 R;9y 2 N; 2x� y � 0:

Dans cette proposition le y dépend de x s�il existe donc

2x� y � 0) y � 2x;

Alors si 2x < 0, le y n�existe pas ce qui implique que la négation est fausse
donc la proposition b2) est vraie.

c) 8y 2 R;9x 2 R; y2 � xy � 3x > 0:
1er cas : Si y 6= 0 :
Les poynômes de degré 2 change le signe si le discriminant 4 > 0:

y2 � xy � 3x = 0)4 = x2 + 12x:

Le signe de 4 = (�x)2 � 4 (1) (�3x) = x2 + 12x = x (x+ 12)

�1 + �12 � 0 + +1
�����������i

Alors si on va prendre un x 2 [�12; 0]; on trouve 4 � 0, donc le signe du
polynôme est le signe de a qui est positive.

2 ème cas : Si y = 0) �3x > 0, alors il su¢ t de prendre x = �1:
Dans les deux cas est vraie.

d) 8y 2 R;9x 2 R; y2 � xy � 3x < 0:

Exercice 03: Sachant que si p est premier alors
p
p est irrationnel, montrons que:

(1) On montre que: 3
p
2 +
p
5 =2 Q:
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Par l�absurde on suppose que:

3
p
2 +
p
5 = � 2 Q;
) 3

p
2 = 2

1
3 = ��

p
5

) 2 =
�
��
p
5
�3
;

) 2 = �3 � 3
p
5�2 + 15�� 5

p
5;

)
p
5(3�2 + 5) = 15�+ �3 � 2;

)
p
5 =

15�+ �3 � 2
3�2 + 5

2 Q;

d�où la contradiction:
Alors 3

p
2 +
p
5 =2 Q:

(2) On montre que : log10 2 =2 Q
�
log10 2 =

ln 2
ln 10

�
:

Par l�absurde on suppose que :

log10 2 2 Q) ln 2

ln 10
=
p

q
avec p; q 2 N� et (p ^ q = 1) ;

) q ln 2 = p ln 10) ln 2q = ln 10p;

) 2q = 10p = 2p � 5p

) 2q

2p
= 5p;

) (pair 2q�p = 5p ! impair) car p 6= q;

d�où la contradiction. messirdi bachir

Exercice 04: On montre par récurrence que :

(1) 8n 2 N; 4n + 6n� 1 est un multiple de 9 (est divisible par 9) .(Rn)

1ère étape: pour n = 0 :

40 � (6� 0)� 1 = 0 = 0� 9;
) 40 � (6� 0)� 1 est un multiple de 9;
) R0 est vraie.

2ème étape: On suppose que (Rn) est vraie pour un n 2 N �xé (l�hypothèse
de récurrence) c�est-à-dire:

4n + 6n� 1 est un multiple de 9, 4n + 6n� 1 = 9k; k 2 N;

et montrons que (Rn+1) est vraie, c�est-à-dire :

4n+1 + 6 (n+ 1)� 1 est un multiple de 9:
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En e¤et:

4n+1 + 6 (n+ 1)� 1 = 4� 4n + 6n+ 6� 1
= (1 + 3)� 4n + 6n� 1 + 6
= (4n + 6n� 1) + 3� 4n + 6
= 9k + 3� 4n + 6 (l�hypothèse de récurrence)
= 9k + 3 (9k � 6n+ 1) + 6 = 9 (k + 3k � 2n+ 1) = 9� k0;
) 4n+1 + 6 (n+ 1)� 1 est un multiple de 9;

) (Rn+1) est vraie.
Conclusion :

8n 2 N; 4n + 6n� 1 est un multiple de 9.

(2) Montrons par récurrence que :

8n � 4; n2�2n; ::: (Rn)
1ère étape: Si n = 4;

42 = 16 et 24 = 16) 42 � 24;
) R4 est vraie.

2ème étape: On suppose que (Rn) est vraie pour un n 2 N �xé (l�hypothèse
de récurrence) c�est-à-dire :

n2�2n

et montrons que (Rn+1) est vraie, c�est-à-dire:

(n+ 1)
2�2n+1?

En e¤et:

(n+ 1)
2
= n2|{z}+2n+ 1 � 2n|{z}+2n+ 1 (l�hypothèse de récurrence),

Il su¢ t de démontrer que : 2n+ 1 � 2n?mais : n2 � 2n

� 2n+1 = 2� 2n = 2n + 2n

(n+ 1)
2
= n2 + 2n+ 1 � 2n + 2n+ 1 (l�hypothèse de récurrence),

mais : 2n+ 1 � n2
car : n2 � (2n+ 1) = n2 � 2n+ 1� 2 = (n� 1)2 � 2 � 0 si: n � 4;
) 2n+ 1 � n2 � 2n; (l�hypothèse de récurrence),
) (n+ 1)

2 � 2n + 2n = 2n+1;
) (Rn+1) est vraie.

Conclusion :
8n � 4; n2 � 2n:

Exercice 05:
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1) Soit E = f3; 6g

a) Déterminer } (E) (l�ensemble des parties de E):

} (E) = f;; f3g ; f6g ; Eg

b) Déterminer } (} (E)) :

} (} (E)) =

�
;; f;g ; ff3gg ; ff6gg ; fEg ; f;; f3gg ; f;; f6gg ; f;; Eg ; ff3g ; f6gg ; ff3g ; Eg ;
ff6g ; Eg ; f;; f3g ; f6gg ; f;; f3g ; Eg ; f;; f6g ; Eg ; ff3g ; f6g ; Eg ; } (E)

�
:

2) Soit F = f1; 5; 7g :

a) Déterminer } (F ) ensemble des parties de F:

} (F ) = f;; f1g ; f5g ; f7g ; f1; 5g ; f1; 7g ; f5; 7g ; Fg :

b) Compléter les propositions suivantes par les symboles: 2; =2;� :

élément 2 ensemble.

élément =2 ensemble.

ensemble � ensemble.

f;g � f;; :::::bg
f;g � } (} (F ))

f;g 2 } (} (F ))

f;g � } (F )

} (F ) 2 } (} (F )) = f?; f;g :::; } (F )g :

i) 5 =2 } (F ) :

ii) f1; 7g 2 } (F ) :

iii) f5; 7g � F:

iv) ; � F:

v) ; 2 } (F ) :

vi) f;g � } (F ) :

Exercice 06: Soit E un ensemble non vide, A;B et C trois parties non vides de E:

(1) Montrons que: MESIRDI BACHIR

A \B = A \ C , A \ CBE = A \ CCE
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A \B = A \ C ) A \ CBE = A \ CCE ?
et

A \ CBE = A \ CCE ) A \B = A \ C?

") " hypothèse : A \B = A \ C:
Problème : A \ CBE = A \ CCE ?

a) montrons que: A \ CBE � A \ CCE :
Soit x 2 A \CBE ) x 2 A et x 2 CBE ) x 2 A et [x 2 E et x =2 B]) x 2 E

et [x 2 A et x =2 B]
) x 2 E et [x =2 A \B] ) x 2 E et [x =2 A \ C] car: A \ B = A \

C:(l�hypothèse)
) x 2 E et [x 2 Aet x =2 C] car x 2 A
) x 2 A et [x 2 E et x =2 C]) x 2 A et x 2 CCE ) x 2 A \ CCE :
b) montrons que: A \ CCE � A \ CBE ?
Soit x 2 A \ CCE ) x 2 A et x 2 CCE ) x 2 A et [x 2 E et x =2 C]) x 2 E

et [x 2 Aet x =2 C]
) x 2 E et [x =2 A \ C] ) x 2 E et [x =2 A \B] car: A \ B = A \

C::(l�hypothèse)
) x 2 E et [x 2 Aet x =2 B] car x 2 A
) x 2 A et [x 2 E et x =2 B]) x 2 A et x 2 CBE ) x 2 A \ CBE :
"( " hypothèse: A \ CBE = A \ CCE :

Problème: A \B = A \ C?
a) montrons que: A \B � A \ C?
Soit x 2 A \B ) x 2 A et x 2 B ) x 2 A et x =2 CBE ) x =2 A \ CBE
) x =2 A \ CCE ) x =2 CCE car x 2 A:
) x 2 Aet x 2 C
) x 2 A \ C:
b) montrons que : A \ C � A \B
Soit x 2 A \ C ) x 2 A et x 2 C ) x 2 A et x =2 CCE ) x =2 A \ CCE
) x =2 A \ CBE ) x =2 CBE car x 2 A:
) x 2 Aet x 2 B
) x 2 A \B:
Conclusion :

A \B = A \ C , A \ CBE = A \ CCE
(2) Montrons que :

A [B = A \ C , B � A � C:

") " Montrons que :

A [B = A \ C ) B � A � C?

a) Montrons que: B � A?

Si : x 2 B alors x 2 A [B;
) x 2 A \ C d�après l�hypothèse,
) x 2 A) B � A:
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1. b) Montrons que: A � C?

Si x 2 A alors x 2 A [B;
) x 2 A \ C ) x 2 C ) A � C;
) B � A � C:

"( " Montrons que :

B � A � C ) A [B = A \ C?

a) Montrons que: A [B � A \ C?

Si : x 2 A [B alors :
�
x 2 A) x 2 C; l�hypothèse
ou x 2 B ) x 2 A) x 2 C

) x 2 A \ C:

b) Montrons que: A \ C � A [B?

x 2 A \ C ) x 2 A) x 2 A [B ) A \ C � A [B:

(3) On donne deux propositions équivalentes à la proposition suivante:

Rappel: Sachant que si P et Q sont deux propositions alors

(P ) Q) ,
�
�Q) �P

�
(contraposée)

(P ) Q) , (P ) Q) (la négation de la négation)

x 2 A) x 2 A4B:
Alors La première négation est :

x 2 A et x =2 A4B , x 2 A et
�
x 2 A \B ou x 2 CA[BE

�
) x 2 A \B:

La deuxième proposition est la négation de la négation en e¤et:

La première négation est:

x 2 A et x =2 A4B ) x 2 A \B:

D�où la 2�eme négation est:

x =2 A \B , x 2 �A [ �B. ( �A est le complémentaire):

Alors :
[x 2 A) x 2 A4B], [x =2 A \B] :

Pour la contraposée :

[x 2 A) x 2 A4B], [x =2 A4B ) x =2 A] :
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Exercice 07:

(a) P (A [B) = P (A) [ P (B) est fausse, car il su¢ t de prendre:

A = f1g ; B = f2g on a : A [B = f1; 2g donc:

P (A [B) = f;; f1g ; f2g ; f1; 2gg ;

mais:

P (A) [ P (B) = f;; f1gg [ f;; f2gg
= f;; f1g ; f2gg 6= P (A [B) :

(b) P (A \B) = P (A) \ P (B) est vraie car :

X 2 P (A \B), X � A \B
, X � A et X � B;
, X 2 P (A) et X 2 P (B) ;
, X 2 P (A) \ P (B) :
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