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Exercice 01:

Soit P, @ et R trois propositions.

(1) Dresser la table de vérité de la proposition suivante: messirdi bachir

2)

(A): [(P=Q)VR] < [RA(Q= P)].

P[QIR|R|P=Q | Q=P P=>QVR|RAQ=DP)] (4
1 1 110 |1 1 1 1 1
T[T [0 11 1 1 0 0
1[0 ]1]0]0 1 0 1 0
10 [0 [1]0 1 i 0 0
0 1 110 |1 0 1 0 0
01 ]0]1]1 0 1 0 0
010 110 |1 1 1 1 1
00011 1 1 0 0

Sans 'utilisation de la table de vérité montrons que cette proposition est
vraie:
(1): (PAP) fausse.
(2): (P\/ 15) vraie.
(3): (PAP)AR= H vraie.

@ [(P=QAn(PAQ)] =R

Puisque PAQ est la négation de la proposition P = (), alors la proposition
(P=Q)A (P/\ Q) est toujour fausse donc I'implication est vraie si la
premiére proposition est fausse.

0 = 1
1 = 1

5): (P=Q)AR]= (P\/P).
Ecrire la négation et la contraposée de la proposition suivante:
des quantificateurs : P = @
La négation est:
(négation) des quantificateurs : P A Q.
La contraposée est:

( laissez) les quantificateurs : Q = P.



Exercice 02:

(a): Vz eR)(FyeZ);(z—y<0)=(y>0).
La négation est:
(a): FzeR)(WWeZ);(z—y<0)A(y<0).

La contraposée est:

(Vz eR)(Fy€Z);(y<0)=(x—-y=0).

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses? Justifier votre
réponse.

Ve €,y € .... —» y dépend de . R

VeeR,Iye N,z +y > 0.
Dans cette proposition le y dépend de x s’il existe donc :

z4+y>0=9y>—x,

alors on a deux cas

ler cas: si —xz < 0= x>0, alors il suffit de prendre y = 0. ou bien (1,2,3,....

2éme cas: si  —xz > 0, alors il suffit de prendre y = [—z] + 1.

ou [.] désigne la partie entiére (qu’on peut la noter E(.)).

Conclusion: Dans les deux cas la proposition est vraie.
La négation est :
JreRVyeNz+y<0.

Jx € Z,Vy e R, 2z — y < 0.
La négation de cette proposition est :
Ve e Z,Jy € R,2x —y > 0.
Dans cette proposition le y dépend de x s’il existe donc
20 —y > 0=y < 2z,

qui est vraie car il suffit de prendre: y = 2x par exemple.
Conclusion: La proposition b) est fausse car la négation est vraie.



b2) Jx e R,Vy € Z,2x —y < 0.
La négation de cette proposition est :

Ve e R,y € Z,2x —y > 0.
Dans cette proposition le y dépend de x s’il existe donc
20 —y > 0=y <2z,

qui est vraie car il suffit de prendre: y = [2z] par exemple.

Alors la proposition b2) est fausse.

b3) Jx € R,Vy € N, 2z — y < 0.
La négation de cette proposition est :

Ve e R,Jy e N,2x —y > 0.
Dans cette proposition le y dépend de x s’il existe donc

20 —y > 0=y < 2z,
Alors si 2z < 0, le y n’existe pas ce qui implique que la négation est fausse
donc la proposition b2) est vraie.

c) Vy e R,Jz € R,y? — xy — 3z > 0.
lercas: Siy#0:

Les poyndmes de degré 2 change le signe si le discriminant A > 0.
v —zy—3z=0=> A =2+ 12z

Le signe de A = (—z)® —4(1) (—3z) = 22 + 122 = z (z + 12)

Alors si on va prendre un z € [—12,0]; on trouve A < 0, donc le signe du
polynome est le signe de a qui est positive.

2 éme cas : Siy =0 = —3x > 0, alors il suffit de prendre z = —1.

Dans les deux cas est vraie.

d) Vy e R,3z € R,y? — zy — 32 < 0.

Exercice 03: Sachant que si p est premier alors /p est irrationnel, montrons que:

(1) On montre que: V/2++/5 ¢ Q.



Par ’absurde on suppose que:

V2+5 €Q,

a=2 =05

2= (a-5)"

2 = o® — 3v5a% + 15a — 55,
V5(3a% +5) = 15a + o’ — 2,

150+ a® — 2
Vo= 3a2 +5 €Q

A

d’ou la contradiction.

Alors /2 ++/5 ¢ Q.
(2) On montre que : logyn2 ¢ Q (logy 2 = {22).
Par ’absurde on suppose que :

In2
1;110 zgavecp,qu* et (pAg=1),

log,p2 € Q=

= ¢ln2=plnl0 = 1n27 =1n 107,
= 29=10P =2P x 5P

24 v,
= o =5

= (pair <« 2977 = 5P — impair) car p # ¢,
d’ou la contradiction. messirdi bachir

Exercice 04: On montre par récurrence que :
(1) Yn € N,4™ 4+ 6n — 1 est un multiple de 9 (est divisible par 9) .(R,)
lére étape: pour n =0:
49— (6x0)—1=0=0x09,
= 4% — (6 x 0) — 1 est un multiple de 9,

= Ry est vraie.

2éme étape: On suppose que (R,,) est vraie pour unn € N fixé (’hypothese
de récurrence) c’est-a-dire:

4" + 6n — 1 est un multiple de 9 < 4" +6n — 1 =9k, k € N,
et montrons que (R,+1) est vraie, ¢’est-a-dire :

4" 16 (n 4 1) — 1 est un multiple de 9.



En effet:

4t 4 6(n4+1)—1=4x4"+6n+6—1
—(1+3)x4"+6n—1+6

= (4" +6n—1)+3x4"+6

=9k + 3 x 4™ + 6 (’hypothese de récurrence)

=0k +3(9% —6n+1)+6=9(k+3k—2n+1)=9xk,
= 41 + 6 (n+ 1) — 1 est un multiple de 9,

= (Rp41) est vrale.
Conclusion :

Vn € N,4™ + 6n — 1 est un multiple de 9.
(2) Montrons par récurrence que :
Vn > 4,n*<2" .. (R,)
lére étape: Sin =4,

42 = 16et 2 =16 = 42 <2,

= R, est vraie.

2éme étape: On suppose que (R,,) est vraie pour un n € N fixé (I’hypothese
de récurrence) c’est-a-dire :
n2<on

et montrons que (R,11) est vraie, c’est-a-dire:

(n+1)% <2n*1?

En effet:
(n+1)°> = n% 42n+1< 2" +2n+ 1 (Phypothese de récurrence),
— ~~
Il suffit de démontrer que : 2n+1 < 2"7mais : n? < 2"

S 2n+1:2x2n:2n+2n

(n+1)>=n2+2n+1< 2"+ 2n + 1 (’hypothése de récurrence),
mais : 2n+ 1 < n?
car:n?—(2n+1)=n2—2n+1-2=(n—1)>—2>0si: n >4,
= 2n + 1 < n? < 2" (I'hypothése de récurrence),

= (n4+1)° <27 427 =t

= (Rp41) est vrale.

Conclusion :
Vn > 4,n% < 2",

Exercice 05:



1) Soit E = {3,6}

a) Déterminer p (E) (’ensemble des parties de E).
o (E) ={0,{3},{6}, E}

b) Déterminer o (p (E)).

p(mE))_{ 0. {0}, {{3}}, {{6}}, (B} {0, {3}}, {0, {6}} . {0, B}, ({3}, {6}} , {{3}, B}
({6}, B} {0, {3}, {6}}. {0.{3}. E} . {0.{6} . E}. ({3}, {6} . B}, o (E)

2) Soit F' = {1,5,7}.
a) Déterminer p (F') ensemble des parties de F.
o (F) ={0,{1},{5} . {7},{1,5} . {1, 7} . {5, 7}, F'}.
b) Compléter les propositions suivantes par les symboles: €, ¢, C .

élément €  ensemble.
élement ¢ ensemble.

ensemble C ensemble.

{0y < {0,...b}
{0} C p(p(F)
{0y € plp()
{0y c o)
p(F) € p(pF)={2,{0}....0(F)}

i) 5¢ p(F).

i) {1,7} € p(F).

i) {5,7} C F.

iv) 0 C F.

v) Dep(F).

)

vi) {0} C p(F).

Exercice 06: Soit £ un ensemble non vide, A, B et C trois parties non vides de F.

(1) Montrons que: MESIRDI BACHIR

ANB=ANC e AnCE =4Anc§

i



ANB = ANC=ANCE=Anc§?
et
ANCE = ANC{=ANB=ANnC?

7 =7 hypothése : ANB=ANC.
Probleme : ANCE = AnC§?

a) montrons que: ANCE c AnCY.

Soitr € ANCE=zecAdetreCl=acAetjreFeta¢ Bl=x€E
et [z € Aet z ¢ B]

=z € Fet[zt¢gANB] =z € Eet [x¢ ANC]car: ANB = AN
C.(I’hypothese)

=>z€Fet[zrcdetx g Clcarze A

srcAet[reEeta¢C]=>rcAetreCl=xeANCE.

b) montrons que: ANCE C ANCE?

Soit x €c ANCY =z cAetrcCl=vcAectrcEetrd¢dCl=2cE
et [z € Aet = ¢ C)|

=z € FEetxa¢ANC] =z € Eet [x¢gANB] carr ANB = AN
C..(I’hypothese)

>z cFetxrcAetx¢ Blcarz € A

>rcAet[reEecta¢Bl=>arzcAdetazecCl=2eANCE.

" <=7 hypothése: ANCE = AnCE.

Probléeme: ANB =ANC?

a) montrons que: ANB C ANC?

Soitr€e ANB=xcActzeB=arcAeta ¢ CE=a¢ ANCE

=2¢ ANCE =z ¢ Clcar x € A.

=z €detz el

=z ANnC.

b) montrons que : ANC C ANB

Soitz€e ANC=>x€AdetzeC=rcdetzgCl{=a¢ ANCS

=2¢ ANCE =2 ¢ CBcar z € A.

=z €Aetz e B

=z € ANB.

Conclusion :

ANB=ANC o ANCE =AnCf

(2) Montrons que :
AUB=ANnC< BCACC.
”? =7 Montrons que :
AUB=ANC=BCACC?
a) Montrons que: B C A?

Si : ze€Balorsxe AUB,
= x € ANC d’aprés 'hypotheése,
= zx€A=BCA



1. b) Montrons que: A C C?

Siz € Aalorsxe AUB,
= z€ANC= ze€C=ACC,
= BCACC.

7 <7 Montrons que :

BCACC=AUB=ANnC?

a) Montrons que: AUB C ANC?

x € A=z € C,I’hypotheése

Si : ze€AUB alors: {oquB:>x€A:>x€C

= zeANnC.

b) Montrons que: ANC C AU B?
reANC = x€A=>2x€cAUB=ANCC AUB.
(3) On donne deux propositions équivalentes & la proposition suivante:
Rappel: Sachant que si P et @) sont deux propositions alors
(P=Q) < (Q= P) (contraposée)

(P=Q) & (P= Q) (lanégation de la négation)

reA=xec AAB.

Alors La premiére négation est :

x € Aetx ¢ AABsaxeAet [xeAﬂBouxeC’éUB]
= ze€ANB.

La deuxiéme proposition est la négation de la négation en effet:
La premiére négation est:
xr€Aetr ¢ ANB=2x€ ANB.
D’ou la 2°™¢ négation est:
r¢ ANB <&z € AUB. (A est le complémentaire).

Alors :
[te A=xe€ AAB] & [z ¢ AN B].

Pour la contraposée :

eA=>2xec AAB| e ¢ AAB=x ¢ A].



Exercice 0T7:
(a) P(AUB) =P (A)UP(B) est fausse, car il suffit de prendre:
A={1},B={2} ona: AU B = {1,2} donc:
P(AUB) = {0.{1},{2}.{1.2}},

mais:

P(AuP(B) = {0,{1}}u{0,{2}}
= {0.{1},{2}} # P(AUB).

(b) P(ANB) = P(A)N P (B) est vraie car :

X € P(ANnB)& X CANB
X CAet X C B,
X eP(A) et X € P(B),
X eP(A)NP(B).

t e



