
 

    Faculté des sciences – Département de Mathématiques. 

    Module : Algèbre 1 / EPREUVE FINALE (examen de remplacement). 

    1ère Année    MI    2021-2022. (Durée : 1H30 mn). 

N.B. L'usage de la calculatrice est strictement interdit.  

 
Exercice 01 : (07 points) 

Soit Φ une relation binaire définie sur  ℝ2 par : 

(𝑥, 𝑦) Φ (x′, y′) ⇔ (𝑥 < 𝑥′) 𝑜𝑢 (𝑥 = 𝑥′𝑒𝑡 𝑦 ≤ 𝑦′) .  

Remarque :  Ecrire les définitions pour chaque réponse. 

(1) (2.5 points) Montrer que Φ est une relation d’ordre. 

(2) (1.5 point) Cet ordre est-il total ? 

(3) (3 points) Soit l’ensemble 𝐴 = ({(−4,3); (1,2)}. Déterminer 

s’ils existent, l’ensemble des majorants, l’ensemble des 

minorants, 𝑠𝑢𝑝𝐴, 𝑖𝑛𝑓𝐴, 𝑚𝑎𝑥𝐴 𝑒𝑡 𝑚𝑖𝑛𝐴 pour l’ordre Φ. 

 

 
Exercice 02 : (03 points) 

On définit dans ℝ∗ la relation d’équivalence ℜ par : 

 

𝑥 ℜ 𝑦 ⇔ 𝑥2 −
1

𝑥2
= 𝑦2 −

1

𝑦2
. 

 

(1) (2 points) Déterminer la classe d’équivalence de 𝛽 ∈ ℝ∗. 

(2) (1 point) Déterminer l’ensemble quotient. 
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Exercice 03 : (04 points) Soit 𝑓 une application définie de  

] − ∞, −√2[∪]√2, +∞[ vers ℝ  par : 

𝑓(𝑥) =  
4𝑥

√𝑥2 − 2
 

En utilisant la méthode de la définition (pour la 1ère question). 

(1) (1 point + 1 point) 𝑓 est-elle injective ? Surjective ? Justifier. 

(2) (2 points) Indiquer d’après la première question les cas les plus 

généraux où la fonction est bijective et donner la fonction inverse. 

(Vous pouvez ici utiliser le tableau des variations). 

Exercice 04 : (06 points) Soit 𝑓 définie par : 

𝑓 : 𝐸 → ℝ 

                                               𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) =
𝑥 + 2

√𝑥2 + 2𝑥 − 3
  . 

(1)  (0.75 point) Trouver E pour que 𝑓 soit une application 

(N’oubliez pas d’écrire la définition d’une application). 

(2)  (2 points) Calculer la dérivée et tracer le tableau des variations de 

la fonction 𝑓. 

(3)  (1.5 point) 𝑓 est-elle injective ? Surjective ? Justifier. 

(4)  (0.75 point) Soit 𝑔 une application définie par : 

                                         𝑔 : 𝐻 → 𝐾 

                                                 𝑥 ↦ 𝑔(𝑥) =
𝑥 + 2

√𝑥2 + 2𝑥 − 3
  . 

Donner un cas (des intervalles 𝐻 𝑒𝑡 𝐾) à partir du tableau des 

variations où 𝑔 est bijective (Justifier votre réponse). 

(5)  (1 point) Trouver dans ce cas l’application inverse. 

Bon courage 
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Epreuve Finale Algèbre 1 - MI - 2021-2022. Durée : 1H30mn.

Exercice 01 : (7 points) On dé�nit dans R2 la relation d�ordre � par :

(x; y)� (x0; y0), (x < x0) ou (x = x0 et y�y0) :

(1) Montrer que � est une relation d�ordre.

(2) L�ordre est-il total ? Justifer.

(3) Soit A = f(�4; 3) ; (1; 2)g ;Déterminer, s�ils existent, l�ensemble des majo-
rants, l�ensemble des minorants; supA; inf A;maxA et minA pour l�ordre
�.

Solution : Soit dans R2 la relation d�ordre dé�nie par :

(x; y)� (x0; y0), (x < x0) ou (x = x0et y � y0) :

(1) Montrons que � est une relation d�ordre.

a) � est-elle ré�exive ? (0.25+0.25 point)

� est ré�exive , 8 (x; y) 2 R2; (x; y)� (x; y) :

8 (x; y) 2 R2; (x < x)| {z }
Fausse

ou (x = x et y � y)| {z }
Vraie| {z }

Vraie

) (x; y) � (x; y)

) � est ré�exive.

b) � est-elle antisymétrique ? (0.25+0.75 point)

� est antisymétrique , 8 (x; y) ; (x0; y0) 2 R2;

[(x; y)� (x0; y0) et (x0; y0) � (x; y)]) (x; y) = (x0; y0) :
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Soient (x; y) ; (x0; y0) 2 R2;

(x; y) � (x0; y0) et (x0; y0) � (x; y) ;

) (x < x0) ou (x = x0et y � y0) et (x0 < x) ou (x0 = x et y0 � y)

)

8>><>>:
(x < x0) et (x0 < x) (impossible)
ou (x < x0) et (x0 = x et y0 � y) (impossible)
ou (x = x0et y � y0) et (x0 < x) (impossible)
ou (x = x0et y � y0) et (x0 = x et y0 � y)

) x = x0et y = y0

) (x; y) = (x0; y0) ;

) � est antisymétrique.

c) � est-elle transitive ? (0.25+0.75 point)

� est transitive , 8 (x; y) ; (x0; y0) ; (x00; y00) 2 R2;

(x; y) � (x0; y0) et (x0; y0)� (x00; y00)) (x; y) � (x00; y00) :

Soient (x; y) ; (x0; y0) ; (x00; y00) 2 R2;

(x; y) � (x0; y0) et (x0; y0)� (x00; y00) ;

) [(x < x0) ou (x = x0et y � y0)] et [(x0 < x00) ou (x0 = x00et y0 � y00)] ;

)

8>><>>:
(x < x0) et (x0 < x0) ) (x < x00)
ou (x < x0) et (x0 = x00et y0 � y00)) (x < x00)
ou (x = x0et y � y0) et (x0 < x00)) (x < x00)
ou (x = x0et y � y0) et (x0 = x00 et y0 � y00)) (x = x00 et y � y00)

) (x < x00) ou (x = x00 et y � y00) ;
) (x; y) � (x00; y00)) � est transitive.

conclusion : � est une relation d�ordre car elle est ré�exive, antisymétrique et
transitive.

(2) L�ordre est total si et seulement si :

8 (x; y) ; (x0; y0) 2 R2 on a : (x; y) � (x0; y0) ou (x0; y0) � (x; y) : (0.5 point)

Soient (x; y) ; (x0; y0) 2 R2 on a :

[x < x0ou (x = x0 et y � y0)] ou [x0 < x ou (x0 = x et y0 � y)] ;
) (x; y) � (x0; y0) ou (x0; y0) � (x; y) ;(0.75 point)

ce qui donne que l�ordre est total.(0.25 point)

(2)
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Puisque l�ordre est total, alors pour les éléments de A :

(�4; 3)� (1; 2) ;
) supA = maxA = (1; 2) et inf A = minA = (�4; 3) : (4 � 0.25 point)

a) Pour les majorants : (M1;M2) est un majorants ,

8 (x; y) 2 A; (x; y) � (M1;M2) ; (0.25 point)

donc : 8<: (�4; 3)� (M1;M2), (�4 < M1) ou (�4 =M1 et 3 �M2)
et

(1; 2)� (M1;M2), (1 < M1) ou (1 =M1 et 2 �M2)

Conclusion : l�ensemble des majorants est :

f(M1;M2) = (1 < M1) ou (1 =M1 et 2 �M2)g .(0.75 point)

b) Pour l�ensemble de minorants :
(m1;m2) est un minorant de A , 8 (x; y) 2 A; (m1;m2) � (x; y) ;(0.25

point)
Donc :�

(m1;m2) � (�4; 3), (m1 < �4) ou (m1 = �4 et m2 � 3) ;
(m1;m2) � (1; 2), (m1 < 1) ou (m1 = 1 et m2 � 2) ,

Conclusion : l�ensemble des minorants est :

f(m1;m2) = (m1 < 1) ou (m1 = �4 et m2 � 3)g .(0.75 point)

Exercice 02 : (3 points) On dé�nit dans R� la relation < par :

x<y () x2 � 1

x2
= y2 � 1

y2
:

(1) (2 points) Déterminer la classe d�équivalence de � 2 R�.

(2) (1 point) Déterminer l�ensemble quotient.

Solution :

(1) Déterminons la classe d�équivalence de � 2 R�:

cl(�) = fx 2 R�=x<�g : (0.5 point)
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On a :

x<� , x2 � 1

x2
= �2 � 1

�2
;

) x2 � �2 = 1

x2
� 1

�2
=
�2 � x2

x2�2
;

)
�
x2 � �2

��
1 +

1

x2�2

�
= 0;

) x2 � �2 = 0, car 1 + 1

x2�2
6= 0;

) x = �� ) cl(�) = f�;��g : (1.5 point)

(2) (1 point) Déterminons l�ensemble quotient (L�ensemble des classes d�équivalences).

<=R� = [
�
cl(�); � > 0 = [

�
cl(�); � < 0:

Exercice 03 : (4 points) Soit f une application dé�nie de
�
�1;�

p
2
�
[
�p
2;+1

�
dans R telle que

:
f (x) =

4xp
x2 � 2

:

Utiliser la méthode de la dé�nition.

(1) (1 + 1 point) f est-elle injective? surjective?

(2) (2 points) Indiquer d�après la première question les cas les plus généraux où la fonc-
tion est bijective et donner la fonction inverse (Vous pouvez ici utiliser le
tableau des variations).

Solution : Soit f une application dé�nie de
�
�1;�

p
2
�
[
�p
2;+1

�
dans R telle que

:
f (x) =

4xp
x2 � 2

:

(1) f est-elle injective? surjective?

a) f est injective , 8x1; x2 2 R; f (x1) = f (x2)) x1 = x2:(0.25 point)

Soient x1; x2 2 R :
4x1p
x21 � 2

=
4x2p
x22 � 2

(x1 et x2 ont le même signe)

) x1p
x21 � 2

=
x2p
x22 � 2

) x21
x21 � 2

=
x22

x22 � 2
) x22

�
x21 � 2

�
= x21

�
x22 � 2

�
) x22 = x

2
1 ) x2 = x1 ou x2 = �x1 (cas qui ne convient pas)

) x1 = x2 ) f est injective.(0.75 point)
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b) f est surjective , 8y 2 R;9x 2 R tel que : f (x) = y:(0.25 point)

Pour y = 0;8x 2
i
�1;�

p
2
h
[
ip
2;+1

h
, f (x) 6= y

) f n�est pas surjective (0.75 point):

(2) (2 points) Indiquer d�après la première question les cas les plus généraux où la fonc-
tion est bijective et donner la fonction inverse (Vous pouvez ici utiliser le
tableau des variations).

f 0(x) =
4
p
x2 � 2� 2x

2
p
x2�2 (4x)

x2 � 2

=
�8

(x2 � 2)
p
x2 � 2

< 0:

(0:5 point)

Les cas sont :

(0.25 point) (1) f :
�
�1;�

p
2
�
[
�p
2;+1

�
! ]�1;�4[ [ ]4;+1[

x 7! f (x) = xp
x2�1 :

(0.25 point) (2) f :
�
�1;�

p
2
�
! ]�1;�4[

x 7! f (x) = xp
x2�1 :

(0.25 point) (3) f :
�p
2;+1

�
! ]4;+1[

x 7! f (x) = xp
x2�1 :

Pour la fonction inverse :

y =
4xp
x2 � 2

) y2 =
16x2

x2 � 2
) y2

�
x2 � 2

�
= 16x2

) x2
�
y2 � 16

�
= 2y2

) x2 =
2y2

y2 � 16 ) x = �

s
2y2

y2 � 16 ;

donc par exemple on a dans le 3ème cas :

f�1 : ]4;+1[!
�p
2;+1

�
x 7!

p
2xp

x2�16 :(0.75 point)
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Exercice 04 : (6 points) Soit f une application dé�nie par :

f : E ! R

x 7! f(x) =
x+ 2p

x2 + 2x� 3
:

(1) (0.75 point) Trouver E pour que f soit une application (N�oubliez pas d�écrire la dé�-
nition d�une application).

(2) (2 points) Calculer la dérivée et tracer le tableau des variations de la fonction f:

(3) (1.5 point) f est-elle injective? surjective?

(4) (0.75 point) Soit g une application dé�nie par :

g : H ! G

x 7! g (x) =
x+ 2p

x2 + 2x� 3
:

Donner un cas (des intervalles H et G) à partir du tableau des variation
où g est bijective (Justi�er votre réponse).

(5) (1 point) Trouver dans ce cas l�application inverse.

Solution : Soit f une application dé�nie par :

f : E ! R

x 7! f (x) =
x+ 2p

x2 + 2x� 3
:

(1) Trouvons E pour que f soit une application (N�oubliez pas d�écrire la
dé�nition d�une application).

f est une application , 8x 2 E;9!y 2 R; f (x) = y:(0.25 point)

Df =
�
x 2 R=x2 + 2x� 3 > 0

	
= ]�1;�3[ [ ]1;+1[ : (0.5 point)

(2) Calculer la dérivée et tracer le tableau des variations de la fonction f:

f 0(x) =

p
x2 + 2x� 3� (2x+2)

2
p
x2+2x�3 � (x+ 2)

x2 + 2x� 3 =
�x� 5

(x2 + 2x� 3)
p
x2 + 2x� 3

:(0.5 point)

lim
x!�1

f(x) = lim
x!�1

x+ 2p
x2 + 2x� 3

= lim
x!�1

x
�
1 + 2

x

�
jxj
q
1 + 2

x �
3
x2

= lim
x!�1

x
�
1 + 2

x

�
�x
q
1 + 2

x �
3
x2

= lim
x!�1

�
1 + 2

x

�
�
q
1 + 2

x �
3
x2

= �1:(0.25 point)
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lim
x!+1

f(x) = lim
x!+1

x+ 2p
x2 + 2x� 3

= lim
x!+1

x
�
1 + 2

x

�
jxj
q
1 + 2

x �
3
x2

= lim
x!+1

x
�
1 + 2

x

�
x
q
1 + 2

x �
3
x2

= lim
x!�1

�
1 + 2

x

�q
1 + 2

x �
3
x2

= 1:(0.25 point)

x ­ 1 +

f’(x) +              0

­ +

f(x)

­ 1
(1 point)

(3) (1.5 point) f est-elle injective? surjective?

a) (0.5 point) D�après le tableau des variations :

9x1 2 ]�1;�5[ et x2 2 ]�5;�3[ ; x1 6= x2 ) f (x1) = f (x2) ;

donc elle n�est pas injective.

b) D�après le tableau des variations

1) D�après le tableau des variations l�ensemble des images est ]�1;�1[[
]1;+1[, (0.5 point) alors f n�est pas surjective car pour :

Pour y = 0;8x 2 R, f (x) 6= y (0.5 point):

(4) (0.75 point) Soit g une application dé�nie par :

g : H ! G

x 7! g (x) =
x+ 2p

x2 + 2x� 3
:

Donner un cas (des intervalles H et G) à partir du tableau des variation
où g est bijective (Justi�er votre réponse).

Il su¢ t de prendre par exemple :

H = ]1;+1[ et G = ]1;+1[ :
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(5) (1 point) Trouver dans ce cas l�application inverse.

y =
x+ 2p

x2 + 2x� 3
) y2 =

x2 + 4x+ 4

x2 + 2x� 3
) y2(x2 + 2x� 3) = x2 + 4x+ 4) x2(y2 � 1) + x(2y2 � 4)� 3y2 � 4 = 0
) 4 = (2y2 � 4)2 � 4(y2 � 1)

�
�3y2 � 4

�
= 4y2

�
4y2 � 3

�
> 0

) x =
�(2y2 � 4) + 2y

p
(4y2 � 3)

2 (y2 � 1) :

Conclusion :

g�1 : ]1;+1[! ]1;+1[

x 7! g�1 (x) =
�(2x2 � 4) + 2x

p
(4x2 � 3)

2 (x2 � 1) :
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