Faculté des sciences — Département de Mathématiques.

Module : Algébre 1 / EPREUVE FINALE (examen de remplacement).
lére Année MI 2021-2022. (Durée : 1H30 mn).

N.B. LUSAGE DE LA CALCULATRICE EST STRICTEMENT INTERDIT.

EXERCICE 01 : (07 POINTS)
Soit @ une relation binaire définie sur R? par :
)@, y)e x<xDou(x=x'ety<y').
Remarque : Ecrire les définitions pour chaque réponse.
(1) (2.5 points) Montrer que @ est une relation d’ordre.
(2) (1.5 point) Cet ordre est-il total ?
(3) (3 points) Soit I’ensemble A = ({(—4,3); (1,2)}. Déterminer
s’1ls existent, I’ensemble des majorants, I’ensemble des
minorants, supA, infA, maxA et minA pour I’ordre ®.

EXERCICE 02 : (03 POINTS)
On définit dans R* la relation d’équivalence ‘R par :

1 1

xRy ©@x?——=y%——,

x 2 y2

(1) (2 points) Déterminer la classe d’équivalence de § € R".
(2) (1 point) Déterminer 1’ensemble quotient.
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EXERCICE 03 : (04 POINTS) Soit f une application definie de

] — 00, —V2[U]V/2, 4o vers R par :

(x) = 4x
flx x% —2 ‘
En utilisant la méthode de la définition (pour la 1° question).
(1) (1 point + 1 point) f est-elle injective ? Surjective ? Justifier.
(2) (2 points) Indiquer d’apreés la premiére question les cas les plus
généraux ou la fonction est bijective et donner la fonction inverse.
(Vous pouvez ici utiliser le tableau des variations).

EXERCICE 04 : (06 POINTS) Soit f définie par :

f:E->R
x4+ 2
VxZ+2x -3

x = f(x) =

(1)  (0.75 point) Trouver E pour que f soit une application
(N’oubliez pas d’écrire la définition d’une application).
(2) (2 points) Calculer la dérivée et tracer le tableau des variations de
la fonction f.
(3) (1.5 point) f est-elle injective ? Surjective ? Justifier.
(4) (0.75 point) Soit g une application définie par :
g:H—->K

X+ 2
Vx2+2x—3

x = g(x) =

Donner un cas (des intervalles H et K) a partir du tableau des
variations ou g est bijective (Justifier votre réponse).

(5 (1 point) Trouver dans ce cas 1’application inverse.

BON COURAGE
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Epreuve Finale Algébre 1 - MI - 2021-2022. Durée : 1H30mn.

Exercice 01 : (7 points) On définit dans R? la relation d’ordre ® par :

(z,y)® (z',y) & (z < ') ou (z =21 et yPy').

(1) Montrer que ® est une relation d’ordre.
(2) L’ordre est-il total ? Justifer.

(3) Soit A ={(—4,3),(1,2)} ,Déterminer, s’ils existent, ’ensemble des majo-
rants, 'ensemble des minorants, sup A, inf A, max A et min A pour l'ordre
.

Solution : Soit dans R? la relation d’ordre définie par :
(z,y)® (2',y) & (z < ') ou (z=det y <y').
(1) Montrons que ® est une relation d’ordre.
a) O est-elle réflexive ? (0.254-0.25 point)
® est réflexive < V (z,y) € R?, (z,9) @ (z,y).

V(z,y) € RL(@<z)ou(z=zety<y) = (z,9)P(z,y)
N—— —_—

Fausse Vraie

Vraie
= P est réflexive.

b) ® est-elle antisymétrique ? (0.254-0.75 point)
® est antisymétrique < V (z,y), (2/,y') € R?,

[(1‘,y) ¢ ($/7y/) et (z/ay/) o (xvy)] = (mvy) = (x',y’).



Soient (x,y), (z/,y) € R,

(z,y) @ (2", y') et (¢/,y) @ (z,y),
(x <

= ') ou (z=12'et y<y') et (z' <z) ou (2’ =z ety <vy)
(x <2') et (¢/ <x) (impossible)
N ou (x<z') et (z/ =z ety <y) (impossible)

ou (x=x'et y <y') et (¢’ <z) (impossible)
ou (x=dety<y) et (&' =zety <y)

= z=dety=1y
= (zy) =@y,
= @ est antisymétrique.

c) ® est-elle transitive ? (0.25+0.75 point)

P est transitive & V (z,y), (2/,y'), (2, y") € R?,

(z,9) @ (2",y) et (&',y) @ (2", y") = (2,y)  (2",y").

Soient (z,y), («',y'), (2", y") € R?,

(z,y) @ (', y) et (2',9) @ (2", 9"),

[(z<a') ou (x=2a'et y<y')] et [(z' <2”) ou (2 =2a"ety <y")],
(x<a')et (' <2) = (x<a”)
ou (x<a') et (¢ =a"ety <y")= (z<2")

ou (z=2ety<y) et (' <z")= (z <)
ou (z=2'ety<y)et (&'=a"ety <y')=(z=2"ety<y")

(x<2”)ou (z=2a"ety<y"),
(z,y) ® (2",y") = ® est transitive.

=

4

4

=

conclusion : @ est une relation d’ordre car elle est réflexive, antisymétrique et
transitive.
(2) L’ordre est total si et seulement si :
V(z,y), (= y) eR*ona: (z,y)®(2',y) ou («',y) @ (2,y). (0.5 point)
Soient (z,y),(z',y') € R? on a :

[z <z'ou (z=2"ety<y)loulz' <zou (z'=zety <y,
= (z,y) @ (2',y") ou (2',y) ® (z,y),(0.75 point)

ce qui donne que l'ordre est total.(0.25 point)
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Puisque 'ordre est total, alors pour les éléments de A :

(_4a 3) o (L 2) )
=supA=max A= (1,2) et inf A =min A = (—4,3). (4 x 0.25 point)

a) Pour les majorants : (M;, Ms) est un majorants <
V(z,y) € A, (x,y) ® (M, M>), (0.25 point)

donc :

(74,3) P (Ml,MQ) -~ (74 < Ml) ou (74 =M et3< Mg)
et
(1,2)(19(M17M2)<:>(1 <M1) ou (1 = M et 2§M2)

Conclusion : 'ensemble des majorants est :
{(MI,MQ) / (1 < Ml) ou (1 =M et2< Mg)} (075 point)

b) Pour I’ensemble de minorants :

(m1,mg2) est un minorant de A < V(z,y) € A,(mi1,m2) ®(x,y),(0.25
point)

Donc :

(my,m2) ®(—4,3) < (m1 < —4) ou (m = —4 et my <3),
(m1,m2)®(1,2) & (my < 1) ou (my =1et my <2),

Conclusion : I’ensemble des minorants est :
{(m1,mz2) /(m1 < 1) ou (m; = —4 et my < 3)}.(0.75 point)
Exercice 02 : (3 points) On définit dans R* la relation ® par :

1 1
x%y@xz—ﬁ:gf—?.

(1) (2 points) Déterminer la classe d’équivalence de 5 € R*.
(2) (1 point) Déterminer l’ensemble quotient.
Solution :

(1) Déterminons la classe d’équivalence de 5 € R*.

c(B) = {z € R*/zRA}. (0.5 point)



On a:

1 1
CC%B 4 1‘2*?:527?3
1 1 pBr—2z?
2
= 2t = =
= B z?f3

1

2 _ 2 —

= (.23 —B)<1+I262>—0,
1
2 92 _
= z°-p —07car1+x27527é0,
= z=41p=dd(p)={p,-B}. (1.5 point)
(2) (1 point) Déterminons ’ensemble quotient (L’ensemble des classes d’équivalences).

R/R* = Ucl(a),a > 0 = Ucl(er),a < 0.

Exercice 03 : (4 points) Soit f une application définie de } —00, —ﬁ[u] V2, —I—OO[ dans R telle que
: 4x

Utiliser la méthode de la définition.

(1) (1 + 1 point) f est-elle injective? surjective?

(2) (2 points) Indiquer d’aprés la premiere question les cas les plus généraux ou la fonc-
tion est bijective et donner la fonction inverse (Vous pouvez ici utiliser le
tableau des variations).

Solution : Soit f une application définie de } —00, —\/i[u] V2, —l—oo[ dans R telle que
: 4z

(1) f est-elle injective? surjective?

a) f est injective < V1,22 € R, f (21) = f (22) = 21 = 22.(0.25 point)

Soient x1,z5 € R :

401 42 (z1 et t le méme signe)
——— = ———— (z1etzyon
Vai—2 Vi —2

1 LE% 1‘%

T2
= = =
VaZ—2 (J1i-2 @i-2 a3-2

= a3(s?-2) =i (F - 2)

2 2 . .
x5 = x] = T2 = X1 ou T2 = —x1 (cas qui ne convient pas)

I

1 = x9 = [ est injective.(0.75 point)

4



b) f est surjective < Vy € R, 3z € R tel que : f (z) = y.(0.25 point)
Poury = 0,Vzx 6}—00,—\/5{U}\/§,+oo[, fx)#y

= f n’est pas surjective (0.75 point).

(2) (2 points) Indiquer d’aprés la premiere question les cas les plus généraux ou la fonc-
tion est bijective et donner la fonction inverse (Vous pouvez ici utiliser le
tableau des variations).

4?2 —2 — 2\/7 (4x)

/ —
f (ZZ?) - LL'2 -2
= - <0
(22 = 2) Va2 —2 .
N —v2 V2 +o<

flr) — -
) _4‘“\\_x ///%H\_l

Les cas sont :

(0.25 point) (1) f:]—oo, —\/i[U]\/i, —&-oo([ — =00, —4[U]4, +00[
z— f(x Z

(0.25 point) (2) f: |—oc0, —v2[ — ]—o0, —4]
z f () = o

(0.25 point) (3) f:]v?2,400[ — |4, 400]
e f(z)= \/1;771

(0.5 point)

]

Pour la fonction inverse :

T (il
2 —2 x2 =2
=y (2* - 2) = 1627
= 2% (y* —16) =2y
212 292
= 2=y2_16:>x::|: — 16’

donc par exemple on a dans le 3éme cas :

S, ool = J V2,400
\/ﬁ .(0.75 point)

X —




Exercice 04 : (6 points)

(1) (0.75 point)

(2) (2 points)
(3) (1.5 point)
(4) (0.75 point)

(5) (1 point)

Solution :

Soit f une application définie par :
f: E—=R

r o flo) =

Va2 4+ 2z -3

Trouver E pour que f soit une application (N’oubliez pas d’écrire la défi-
nition d’une application).

Calculer la dérivée et tracer le tableau des variations de la fonction f.
f est-elle injective? surjective?
Soit g une application définie par :

g :+ H—-G
z+2
V2 £ 2z -3

Donner un cas (des intervalles H et G) & partir du tableau des variation
ou g est bijective (Justifier votre réponse).

z = g(r)=

Trouver dans ce cas I'application inverse.
Soit f une application définie par :
f: E—=R

v oo @)=

Va2 +2x -3

Trouvons F pour que f soit une application (N’oubliez pas d’écrire la
définition d’une application).

f est une application < Vo € E,3ly € R, f (z) = y.(0.25 point)

Dy ={zeR/z* +2z—3> 0} =]—00,—3[U]L,+0o0[. (0.5 point)

Calculer la dérivée et tracer le tableau des variations de la fonction f.

) 9 (22+2) o
f /(x) _ z* + 2z 3 2vVx2+4+2x—3 X (.’E + 2) _ x 5 (0.5 point)
x?4+2x—3 (22 + 2z —3) Va2 + 2z — 3
2 1+2
lim f(z) = lim % = lim _z(l43)
r——00 T——00 /1 +21}*3 r— oo‘x| 1_‘_2_%
1+ 2 1+2



2 1+2
lim f(z) = lim _zrts lim M
r——+00 z—+00 /12 +2x—3 r——+00 |LL‘| 1+ 2 %
z(142 1+2
= lim (1+5) lim M = 1.(0.25 point)
B TR N/

(1 point)
(3) (1.5 point) f est-elle injective? surjective?
a) (0.5 point) D’apres le tableau des variations :
Jz1 € ]—00, =5[] et xo € ]-5, =3[, z1 # z2 = f(x1) = f(x2),
donc elle n’est pas injective.

b) D’aprés le tableau des variations

1) D’apres le tableau des variations I’ensemble des images est |—oo, —1[U
1, +oc[, (0.5 point) alors f n’est pas surjective car pour :

Pour y = 0,Vz € R, f (z) # y (0.5 point).

(4) (0.75 point) Soit g une application définie par :

g : H-—-G
(@) T+ 2
T =
g Vo +2r -3

Donner un cas (des intervalles H et ) a partir du tableau des variation
ou g est bijective (Justifier votre réponse).

11 suffit de prendre par exemple :

H=]1,+00] et G =]1,+o0].



(5) (1 point) Trouver dans ce cas I’application inverse.

x4+ 2 5 w2 4dx+4
YT Vatvaw-s Y T @tam-3
V(@2 +22—-3) =2 +tdo+4= 2y - 1) +2(2y® —4) -3y  —4=0
A=2y"—4)?2 —4@y® - 1) (-3y> - 4)
= 4y2(4y2—3)>0

=22 —4) +2y/(4y% - 3)

Tr =

I

207 1)
Conclusion :
gt 1 4oo[ = 1, oo
1, —(22 —4) 4 224/ (42? — 3)
v g @)= 22— 1) '



	EF finale algèbe 1 remplacement.docx
	Epreuve finale (remplacement ) algèbre 1 2021-2022 Le corrigé

