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Exercice 1. ( 6 Pts)
Soit f la fonction dé�nie sur ]− 2,+∞[ par

f(x) = ln(x+ 2)− x.

Montrer que l'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions c1 et c2 telles que
−2 < c1 < 0 < c2.

Exercice 2. ( 5 Pts)
On considère la suite numérique (un) dé�nie par

u0 = −1 et un+1 =
3 + 2un

2 + un

.

1) Montrer que pour tout n ∈ N∗, un ≥ 0.
2) Montrer que pour tout n ∈ N∗,

√
3− un+1 =

(2−
√
3)(
√
3− un)

2 + un

.

3) Montrer que pour tout n ∈ N, un ≤
√
3.

4) Etudier la monotonie de la suite (un).
5) Que peut-on conclure ?

Exercice 3. ( 4 Pts)
On dé�nit f la fonction réelle suivante

f(x) =
|x+ 1|

(x+ 1)(x2 − x+ 1)
.

1) Donner le domaine de dé�nition de f.
2) Peut-on prolonger f par continuité en −1 ?

Exercice 4. ( 5 Pts)
Soit f la fonction réelle dé�nit par

f(x) =

{
ex − a si x < 0,

b ln(1 + x) si x ≥ 0.

Déterminer a et b pour que f soit continue sur R, ensuite dérivable sur R.
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Exercice 1. ( 6 Pts).
On a f(x) = ln(x+ 2)− x, x ∈]− 2,+∞[.

Remarquons que f ′(x) = 1
x+2
− 1 = −1−x

x+2
. Alors f ′(x) = 0⇔ x = −1. (0.5 Pt) Donc,

sur ]− 2,−1], la fonction f est strcitement croissante. (0.5 Pt) sur [−1,+∞[, la fonction f est
strictement décroissante. (0.5 Pt)
D'autre part, on a

lim
x→−2

f(x) = −∞ (0.25Pt) et lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

−x
[
ln(x+ 2)

−x
+ 1

]
= −∞. (0.25Pt)

Ainsi,
Sur ]− 2,−1], on a
• f est continue sur ]− 2,−1]. (0.5 Pt)
• ( lim

x→−2
f(x)).f(−1) = −∞ < 0 (0.5 Pt)

• f est strictement croissante.
Donc, d'après le théorème des valeurs intermédiaires, ∃!c1 ∈]− 2,−1]. (0.5 Pt)

Sur [−1, 0]. Puisque f(−1) = 1 et f(0) = ln(2) > 0 alors l'équation f(x) = 0 n'admet au-
cune solution. (1 Pt)

Sur [0,+∞[, on a
• f est continue sur [0,+∞[. (0.5 Pt)
• f(0).( lim

x→+∞
f(x)) = −∞ < 0 (0.5 Pt)

• f est strictement décroissante.
Donc, d'après le théorème des valeurs intermédiaires, ∃!c2 ∈ [0,+∞[. (0.5 Pt)

Exercice 2. ( 5 Pts).
On a

u0 = −1 et un+1 =
3 + 2un

2 + un

.

1) Montrons par récurrence que ∀n ∈ N∗, un ≥ 0.

Pour n = 1, on a u1 =
3+2u0

2+u0
= 3−2

2−1 = 1 > 0.

Supposons que un ≥ 0 pour un certain rang n et montrons que un+1 ≥ 0.
Puisque un ≥ 0, alors 3 + 2un ≥ 0 et 2 + un ≥ 0. Donc,

un+1 =
3 + 2un

2 + un

≥ 0.

Ainsi, ∀n ∈ N∗, un ≥ 0. (1 Pt)



2) On a
√
3− un+1 =

√
3− 3 + 2un

2 + un

=
2
√
3 +
√
3un − 3− 2un

2 + un

=
(2−

√
3)(
√
3− un)

2 + un

. (1Pt)

3) Remarquons que pour n = 0, u0 = −1 <
√
3. Pour cela, supposons que un ≤

√
3 pour un

certain rang n et montrons que un+1 ≤
√
3.

On sait d'après la deuxième question que

√
3− un+1 =

(2−
√
3)(
√
3− un)

2 + un

.

Puisque 2−
√
3 > 0 et

√
3 ≥ un, alors

√
3− un+1 ≥ 0. (1 Pt)

4) La montonie de un. On a

un+1 − un =
3 + 2un

2 + un

− un =
3− u2

n

2 + un

≥ 0. (3 ≥ u2
n).

Donc, (un) est une suite croissante. (1 Pt)

5) On remarque que puisque la suite (un) est croissante et majorée, alors elle converge. (1 Pt)

Exercice 3. ( 4 Pts).

On a f(x) = |x+1|
(x+1)(x2−x+1)

.

1) Le domaine de dé�nition Df = R \ {−1} car x2 − x+ 1 > 0. (0.5 Pt)
2) On a

|x+ 1| =

{
x+ 1 si x ≥ −1,

−x− 1 si x < −1.
(1Pt)

Ainsi,

lim
x→−1+

f(x) = lim
x→−1+

x+ 1

(x+ 1)(x2 − x+ 1
=

1

3
, (1Pt)

et

lim
x→−1−

f(x) = lim
x→−1−

−x− 1

(x+ 1)(x2 − x+ 1
= −1

3
. (1Pt)

Puisque lim
x→−1+

f(x) 6= lim
x→−1−

f(x), alors f ne peut pas être prolongeable par continuité en −1.
(0.5 Pt)

Exercice 4. ( 5 Pts).
On a

f(x) =

{
ex − a si x < 0,

b ln(1 + x) si x ≥ 0.

Remarquons que la fonction f est continue sur ]−∞, 0[∪]0,+∞[. (0.5 Pt)
La continuité en 0 :
On a

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

ex − a = 1− a (0.5Pt)

et
lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

b ln(1 + x) = 0. (0.5Pt)

Donc, pour que f soit continue en 0, il faut que 1− a = 0⇒ a = 1. (0.5 Pt)
D'autre part, remarquons que f est dérivable sur ]−∞, 0[∪]0,+∞[. (0.5 Pt)



La dérivabilité en 0 :
On a

lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

b ln(1 + x)

x
= b (1Pt)

et

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

ex − 1

x
= 1. (1Pt)

Ainsi, pour que f soit dérivable en 0, il faut que b = 1. (0.5 Pt)
Donc, a = 1 et b = 1.
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