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Exercice 1. ( 5 Pts)
On considére la partie A de R définie par

A:{ L , mZQ}.
r—1

1) Déterminer, si elles existent, les bornes supérieures et inférieures de A. Justifier.
2) A posséde-t-elle un maximum, un minimum ? Justifier.

Exercice 2. ( 5 Pts) B
Soit z un nombre réel. On note par E(z) la partie entiére de x et on définit par E(x) la partie
entiére supérieure de = définie par E(z) = min{k € Z, k> x}.

1) Calculer E(1.2), E(~1.5) et E(1.2), E(-15).
2) Pour tout entier naturel n pair, calculer £ (%) et B (%) )
3) Montrer que

Vn €N, E(%)+E(g> —n.

Exercice 3. ( 10 Pts)
1) On considére les nombres complexes suivants

0 =V24V6i, =242 et 2=t
)

1) Ecrire z sous la forme algébrique.
2) En calculant la forme trigonométrique de z; et z5, donner la forme trigonométrique de .
3) Pour tout n € N*, calculer 2™ + = et en déduire la valeur exacte de 2!980 4 71980,

I1) Soit z = x + iy, ot z,y € R.
1) Déterminer x et y tel que
2= —2+2iV3

2) En déduire les solutions de

N\ 2
(w“.) P WPING)

w—1

oll w est un nombre complexe.
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Exercice 1. ( 5 Pts)
1) Remarquons que
r>2=zrx—-1>1

1
=0< N <1. (0.5Pt)

T —
Montrons que sup A = 1.

On aVz > 2, m—il < 1, donc A est majorée. Ainsi, la borne supérieure existe.
Puisque 1 est un majorant donc, sup A < 1.

D'autre part, 1 € A (il suffit de remplacer par x = 2), donc 1 < sup A.

Ainsi, sup A = 1. (1.5 Pts)

Montrons que inf A = 0.

C'est a dire

{ Ve>2, >0 ..(1),

Ve>0,3z>2,/ L <e ..(2)

La premiére (1) est évidente. Pour la deuxiéme, on a

1 1
<e=zrz—1>-
rz—1 €
1
=x>—+1.
€
Donc, on peut choisir 2 =  + 2.
Ainsi, . )
V6>0,Elx:g—|—2,/ — << (2Pts)

2) Remarquons que 1 € A, donc,
supA =max A = 1. (0.5Pt)

Par contre, 0 ¢ A, donc, le minimum n’existe pas. (0.5 Pt)

Exercice 2. ( 5 Pts)
1) Ona E(1.2) =1, (0.25 Pt) E(1.2) =2 (0.5 Pt) et E(—1.5) = —2, (0.25 Pt)
E(-1.5)=-1 (0.5 Pt)

2) Pour n pair,onan=2p, peN.

Ainsi, 5

E(5) = B(3) = E(p) =p. (0.5PY)
et

B0 =B =Ep) =p (05PY)

3) Remarquons que pour n = 2p,

E(g) + E(g) —pt+p=2p=n. (0.5Pt)



Maintenant, pour n impair, onan =2p+ 1,

p € N. Donc,
n, —n 2p+1 2p+1
E(=)+FE(z)=F E
G+ EG) =BT + B )
1, — 1
=E(p+5)+E(p+35)=p+p+1=2p+1=n (15Pts)
Ainsi,

VneN, B (g) 4 E (g) —n. (0.5Pt)
Exercice 3. ( 10 Pts)

1) 1) La forme algébrique de z.
On a

__ V2V (V24 V6i)(2 - 2i)

2+2i (2+2i)(2—2)
_‘/61‘/5+‘/_;‘/§¢ (1Pt)

2) La forme trigonométrique de z.
On a z; = V2 + V6i. Alors,

21| =v2+6=V8=2V2 (0.25Pt)

et 01 = arg(z;) vérifie

cos(y) = % = %
sin(6,) = % = ‘ég
=0, = g +ork, keZ (0.25Pt)
D'ou,

2 =8 Cos(g) +isin(Z

§) . (0.5Pts)
Pour 2y =2+ 2i, on a |z| = VA +4 =22

—~

(0.25 Pt) et 0 = arg(zy) vérifie

cos(fy) = % = *f
sin(f,) = 22 =
= 0y = % v ok, keZ. (0.25Pt)
D'ou . .
2 =V8 COS(Z) + isin(Z) . (.5Pt)
Alors,
|z| = :Z—l; =1 (0.5Pt) et O=arg(z) =0, —0y+21k, keZ
)

™ ™

== ——=+2 keZ
3 4+ k, €

m

— + 27k (0.5Pt
5 T2k ( )
Ainsi, la forme trigonométrique de z est donnée par

z = COS(%) —I—z’sin(%). (0.5Pt)



3) Remarquons que

1 n n
2N+ —==2"42z"= (cos(l) +z’sin(1)> + (cos(%) + isin(l)>
ZTL

12 12 12
= cos(—) + zsin(%) + COS(—17;7T) . z'sin(_l—zﬂ)
nmw .oonT nmw _.oonm nmw
COS(E) + ism(ﬁ) + cos(ﬁ) — zsm(ﬁ) = 2COS(E). (1Pt)

Ainsi,
19807
12

21980 4 571980 — 9 cog( ) = 2cos(165m) = —2. (0.5Pt)

I1) Soit z = x + iy od x,y € R.

On a
(z +iy)? = =2+ 2iV3 = 22 — y* + izy = —2 + 2iV/3
1.2 _ y2 = _9
= (0.5Pt)
2xy = 2v/2 > 0.
D’autre part,
22| =|-242V3|=V4a+12=4=2+4>=4. (0.5Pt)
Ainsi,
132 - y2 — _2
xy > 0.
Ceci implique que
r ==l
Y= ++/3.

Donc,
2 =1+iv/3 (0.5Pt) et z=-1-1iV3. (0.5Pt)

2) On pose z = “*= . On a
w1

w—1

z =

S z(w—1i)=w+1
Szw—iz—w—1=0

Swiz—1)=1i(1+2)

1
sw=i—2. (1Pt)
Z_
Il'y a deux solutions
14+1414v3 2
o ELEIVE 2 (0.5Pt)

— = ——
1+iv3—1 3

1—1—1ivV3 2v/3 3
= - Zi. (0.5Pt
we=ig ATy = vyl (05PY

et
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