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Exercice 1. ( 5 Pts)
On considère la partie A de R dé�nie par

A =

{
1

x− 1
, x ≥ 2

}
.

1) Déterminer, si elles existent, les bornes supérieures et inférieures de A. Justi�er.
2) A possède-t-elle un maximum, un minimum? Justi�er.

Exercice 2. ( 5 Pts)
Soit x un nombre réel. On note par E(x) la partie entière de x et on dé�nit par E(x) la partie
entière supérieure de x dé�nie par E(x) = min{k ∈ Z, k ≥ x}.

1) Calculer E(1.2), E(−1.5) et E(1.2), E(−1.5).
2) Pour tout entier naturel n pair, calculer E

(
n
2

)
et E

(
n
2

)
.

3) Montrer que

∀n ∈ N, E
(n
2

)
+ E

(n
2

)
= n.

Exercice 3. ( 10 Pts)
I) On considère les nombres complexes suivants

z1 =
√
2 +
√
6i, z2 = 2 + 2i et z =

z1
z2
.

1) Écrire z sous la forme algébrique.
2) En calculant la forme trigonométrique de z1 et z2, donner la forme trigonométrique de z.
3) Pour tout n ∈ N∗, calculer zn + 1

zn
et en déduire la valeur exacte de z1980 + z−1980.

II) Soit z = x+ iy, où x, y ∈ R.
1) Déterminer x et y tel que

z2 = −2 + 2i
√
3

2) En déduire les solutions de (
w + i

w − i

)2

= −2 + 2i
√
3,

où w est un nombre complexe.
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Exercice 1. ( 5 Pts)
1) Remarquons que

x ≥ 2⇒ x− 1 ≥ 1

⇒ 0 <
1

x− 1
≤ 1. (0.5Pt)

Montrons que supA = 1.
On a ∀x ≥ 2, 1

x−1 ≤ 1, donc A est majorée. Ainsi, la borne supérieure existe.
Puisque 1 est un majorant donc, supA ≤ 1.
D'autre part, 1 ∈ A ( il su�t de remplacer par x = 2), donc 1 ≤ supA.
Ainsi, supA = 1. (1.5 Pts)
Montrons que inf A = 0.
C'est à dire {

∀x ≥ 2, 1
x−1 > 0 ....(1),

∀ε > 0,∃x ≥ 2, / 1
x−1 < ε ....(2)

La première (1) est évidente. Pour la deuxième, on a

1

x− 1
< ε⇒ x− 1 >

1

ε

⇒ x >
1

ε
+ 1.

Donc, on peut choisir x = 1
ε
+ 2.

Ainsi,

∀ε > 0,∃x =
1

ε
+ 2, /

1

x− 1
< ε. (2Pts)

2) Remarquons que 1 ∈ A, donc,

supA = maxA = 1. (0.5Pt)

Par contre, 0 /∈ A, donc, le minimum n'existe pas. (0.5 Pt)
Exercice 2. ( 5 Pts)

1) On a E(1.2) = 1, (0.25 Pt) E(1.2) = 2 (0.5 Pt) et E(−1.5) = −2, (0.25 Pt)
E(−1.5) = −1 (0.5 Pt)

2) Pour n pair, on a n = 2p, p ∈ N.
Ainsi,

E(
n

2
) = E(

2p

2
) = E(p) = p. (0.5Pt)

et

E(
n

2
) = E(

2p

2
) = E(p) = p. (0.5Pt)

3) Remarquons que pour n = 2p,

E(
n

2
) + E(

n

2
) = p+ p = 2p = n. (0.5Pt)



Maintenant, pour n impair, on a n = 2p+ 1, p ∈ N. Donc,

E(
n

2
) + E(

n

2
) = E(

2p+ 1

2
) + E(

2p+ 1

2
)

= E(p+
1

2
) + E(p+

1

2
) = p+ p+ 1 = 2p+ 1 = n. (1.5Pts)

Ainsi,

∀n ∈ N, E
(n
2

)
+ E

(n
2

)
= n. (0.5Pt)

Exercice 3. ( 10 Pts)
I) 1) La forme algébrique de z.
On a

z =

√
2 +
√
6i

2 + 2i
=

(
√
2 +
√
6i)(2− 2i)

(2 + 2i)(2− 2i)

=

√
6 +
√
2

4
+

√
6−
√
2

4
i (1Pt)

2) La forme trigonométrique de z.
On a z1 =

√
2 +
√
6i. Alors,

|z1| =
√
2 + 6 =

√
8 = 2

√
2 (0.25Pt)

et θ1 = arg(z1) véri�e  cos(θ1) =
√
2

2
√
2
= 1

2

sin(θ1) =
√
6

2
√
2
=
√
3
2

⇒ θ1 =
π

3
+ 2πk, k ∈ Z. (0.25Pt)

D'où,

z1 =
√
8
[
cos(

π

3
) + i sin(

π

3
)
]
. (0.5Pts)

Pour z2 = 2 + 2i, on a |z2| =
√
4 + 4 = 2

√
2 (0.25 Pt) et θ2 = arg(z2) véri�e cos(θ2) =

√
2

2
√
2
=
√
2
2

sin(θ2) =
√
2

2
√
2
=
√
2
2

⇒ θ2 =
π

4
+ 2πk, k ∈ Z. (0.25Pt)

D'où
z2 =

√
8
[
cos(

π

4
) + i sin(

π

4
)
]
. (.5Pt)

Alors,

|z| = |z1|
|z2|

= 1 (0.5Pt) et θ = arg(z) = θ1 − θ2 + 2πk, k ∈ Z

=
π

3
− π

4
+ 2πk, k ∈ Z

=
π

12
+ 2πk (0.5Pt)

Ainsi, la forme trigonométrique de z est donnée par

z = cos(
π

12
) + i sin(

π

12
). (0.5Pt)



3) Remarquons que

zn +
1

zn
= zn + z−n =

(
cos(

π

12
) + i sin(

π

12
)
)n

+
(
cos(

π

12
) + i sin(

π

12
)
)−n

= cos(
nπ

12
) + i sin(

nπ

12
) + cos(

−nπ
12

) + i sin(
−nπ
12

)

cos(
nπ

12
) + i sin(

nπ

12
) + cos(

nπ

12
)− i sin(nπ

12
) = 2 cos(

nπ

12
). (1Pt)

Ainsi,

z1980 + z−1980 = 2 cos(
1980π

12
) = 2 cos(165π) = −2. (0.5Pt)

II) Soit z = x+ iy où x, y ∈ R.
On a

(x+ iy)2 = −2 + 2i
√
3⇒ x2 − y2 + 2ixy = −2 + 2i

√
3

⇒

{
x2 − y2 = −2

2xy = 2
√
2 > 0.

(0.5Pt)

D'autre part,

|z2| = | − 2 + 2i
√
3| =

√
4 + 12 = 4⇒ x2 + y2 = 4. (0.5Pt)

Ainsi, 
x2 − y2 = −2

x2 + y2 = 4

xy > 0.

Ceci implique que {
x = ±1

y = ±
√
3.

Donc,
z1 = 1 + i

√
3 (0.5Pt) et z2 = −1− i

√
3. (0.5Pt)

2) On pose z = w+i
w−i . On a

z =
w + i

w − i
⇔ z(w − i) = w + i

⇔ zw − iz − w − i = 0

⇔ w(z − 1) = i(1 + z)

⇔ w = i
1 + z

z − 1
. (1Pt)

Il y a deux solutions

w1 = i
1 + 1 + i

√
3

1 + i
√
3− 1

=
2√
3
+ i (0.5Pt)

et

w2 = i(
1− 1− i

√
3

−1− i
√
3− 1

) =
2
√
3

7
+

3

7
i. (0.5Pt)
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