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Module:Théorie des semigroupes, Mars 2021, examen,
durée 1h30’.

Exercicel.09 points
Soit le probleme suivant

5 = Au dans Q x R}
u(z,t) =0,z2€0Q, t>0
u(x,0) = uo(z), z € Q.

Posons
S(t)v = Ze*)‘"t <v,e, > en.

n>1

Montrer que {S(t)},~, est un C’-semigroupe de contraction sur L (£2).
solution:a) {S(¢)},-, est un C°-semigroupe est déja vu dans le cours (04
points).Pour établir la contraction (02 points) , il suffit de voir que

1S (@)l 2)‘tz:<ven><z:<ven>—||v||

n>1 n>1

La continuité (03 points) se fait de la maniére suivante:

||S(t)v—vH2:Z(e_)‘"t—l)2 < v, en > Z (et — <v €n > +Z ~Ant _ <v7en >

n>1 n=1 n>N

Faisons tendre t vers 0, dans le premier terme, et en prenant N assez
grand dans le deuxiéme terme (le reste d’une série convergente), on peut rendre

1S(t)v — v||* aussi petit que I'on veut.
Exercice 2.(06 points)Soit le probleme

wf @52 )

L’opérateur A engendre un C°-semigroupe S(t)..Soient T' > 0, arbitairement
choisi, et v une solution de (1) .Posons

w(t) = S(T — t)v(t)
Calculer 4 ¢ -En déduire que v = 0 partout.
Solution:il est clair que (04 points)

dw

o= S(T —t)v'(t) — AS(T —t)v =0



w(0) =0=w(T)

il s’ensuit que (02 points )

v(t) = 0, pour tout ¢.

Exercice 3.(05 points) Soit la fonction

X
\Ijt(flf):\/ﬁ7 tZO, z € R.

Montrer que ¥; est un C°-semigroupe.

Solution:Remarquons que (04 points)

\Ilt \Ps xT)) = S =
(¥s (x)) \/1+2t‘1’s (x)g \/1+2(t—|—s)x2

La limite (01 point)
tliH(l) U, (z) =z

Remarque:l’ex.3 est comptabilisé comme C.C.

=V (2)



