Faculté des sciences Année universitaire 2020/2021

Département de mathématiques
Master 1: Statistique et Probabilités Approfondies

Module: Régression

Epreuve finale

Exercice 1: Considérons un modele de régression multiple
Vi = Bo+ Pixri + Poxzi+ o+ Prxpi t& i =1,..n
On suppose que les (g;) sont centrées non corrélée et de méme variance o2 = 10.

Soit B, I'estimateur des moindres carrées de 3, ¥ le vecteur des prédictions de Y
et £ =Y-Y le vecteur des erreurs de la prévision.

1) Onnotee = (1,1, ...,1)'.
Calculer < €, e >. Que peut-on déduire ?

2) Simplifier | XB,, 12+ & II2.

3) Onsedonne

25 0 0 0,04 0 0
th=<? 93 5,4), (xtx)—1=< 0 01428 —0,0607)

? 7 12,7 0 —-0,0607 0,1046

A) Donner les valeurs manquantes. Déterminer les valeurs de n et k.
B) Calculer la matrice de covariance de §3,, .

Exercice 2: Soit (&;)cz un bruit blanc fort.
Soit (X¢)tez un processus stochastique défini par :
Xt = _%Xt—l +%Xt_2 + St ,tE Z
1) Soit M, la moyenne mobile arithmétique d’ordre 4. Ecrire M, ( X;).
2) Ecrire X; en utilisant les opérateurs retard et avance.
3) (Xt)tez est-il faiblement stationnaire ?
4) Calculer E(X;).
5) Calculer V(X,;).

Bon courage
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Corrigé de 1’épreuve finale

Exercice 1. Le modele est :
Yi = Bo + Bix1i + Boxoi + ...+ BrTrs + i 1 =1,...,n.

L’écriture matricielle de ce modele est :

Y=X(l+¢
ou
1 1‘171 J,‘271 .’I,‘k71 Y1 61
1 T1,1 Z21 cee eee T Y2 ,32
X = ;o Y= NCES
1 21 Tonm oo ... Tpp Yn B

1) Soit £(X) lespace engendré par les vecteurs colonnes de X. Comme § = X En est la projection
orthogonale de Y sur £(X) et e = (1,1,...,1)! € £(X) alors

<a@=<?-yx>=o

02 points
Donc R
(Y,e) = <Y, e>
Par suite . .
D vi= Ui
i=1 i=1
En divisant par n, On en déduit que Y,, = an
0,5 point

2) Puisque Y = X}, alors
X6, +é=XB,+Y -V =Y.

Donc

« RIK 9
| X6+ =112,

d’autre part X .
Y = X3, = Pgx)(Y).



Ainsi

T . .2
X8| +1e1? = || X8+
2
= [YI".
02,5 points
3) A) La matrice X' X est symétrique donc
25 0 0
X=10 9,3 54
0 5,4 12,7
01,5 point

La premiere colonne de la matrice X est le vecteur e qui a n lignes. Si on écrit X*X = (a; ;) alors
n=a,= 25.
02 points

Le nombre de colonnes de la matrice X est k + 1, donc le nombre de lignes de la matrice X*X ! est
k + 1. Par conséquent k + 1 = 3, soit k = 2.

01 point
B) Cy = o?X'X~". On obtient
0,4 0 0
Cg. =10 1,428 —0,607
0 —0,607 1,046
01,5 point
Exercice 2. (g¢)tcz est un bruit blanc fort de variance o2 et
1 1
X = —ZXt,1 + gXt,Q +&¢, tEZ. (1)
1) Comme 4 est pair alors
1.1 1
My(Xy) = Z(§Xt72 +Xi 1+ X+ X + §Xt+2), teZ.
01,5 point
2) Soit B 'opérateur retard. On a
1 1, 11,
Xt = —*BXt + -B Xt—2 +é&r = (—*B + -B )Xt +e te 7.
4 8 4 8
01 point



3) Le modele (X)iez est un autorégressif d’ordre 2. Considérons le polynéme caractéristique

1 1
P2)=22+>2—-=.
(2) * 4 8
Les racines de P sont z; = —% et 29 = i. Puisque |z1| < 1 et |22] < 1 alors le processus (X;)iez est

faiblement stationnaire.
02 points

4) Puisque (X})tez est faiblement stationnaire alors F(X;) = F(X;—1) = E(X;—2). En remplagant dans
I’équation , on obtient E(X;) = 0.

01,5 point
5) En utilisant La relation 1 on peut écrire

2_ L

Xt = 16Xt2_1 + iXtQ_2 + EtQ - 7Xt—1Xt—2 — 7€tXt—1 + 7€tXt—2

64 16 2 4

Les conditions faites sur le modele donnent
E(é‘tXt_l) = E(é‘tXt_Q) =0.

D’autre part, puisque le processus est faiblement stationnaire alors E(X;_1X; 2) = (1) ou 7 est la
fonction d’autocovariance. Ainsi

1 1 1
2y _ L 2y, 2 2 L
B(XP) = B(X?) + - B(XP) +0* — 29(1) )
Par la relation 1, on a aussi
1. o 1
XXy 1 = *ZXt_l + gXt—QXt—l +e X
En prenant les espérances, on obtient
(1) = = 17(0) + $(0)
Y = 47 87 )
il en découle que
W) _ 1, 1y
7(0) 87(0)’
d’on L1
H=—=+-p(1
p(1) = =5 + (1),
ou p est la fonction d’autocorrélation. On tire que
2
1)=—=
p(1) =—=

Or
7(1) = p(1)7(0) = p(1)Var(X;).

En replacant dans 1’équation 2, on obtient



1 1 1
Var(Xy) = 1—6Var(Xt) + 6—4Var(Xt) + 0% — 1—6p(1)Var(Xt),

donc L 1 L9
X,) =
=36 "61 167 X =07
soit 448
Var(X;) = —o?
ar(Xy) 4050

03 points



