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Examen Final

(07 points)

1. Etant donné une suite (un)n bornée dans L(Q2), qu’est ce qu’on peut déduire.
2. Citer le Théoreme de Dunford-Pettis.

I1.
Soit (E, A, 1) un espace mesuré et f,g deux fonctions mesurables positives de E dans R telles que
fg > 1. Montrer que

/ f(w)du/ g(x)dp > p(E)?.
FE E

(07 points)

Soit {fn}n une suite dans L!(R) définie par
fo= n3X107$[ - nX]_%p[

Tracer les courbes de f; et fo.

Montrer que la suite {f,}, converge vers 0 dans R.

Calculer || fp | £1(w)-

La suite {f,}, converge-t-elle faiblement vers 0 pour o(L(£2), L>=(Q)).
La suite converge-t-elle vers 0 dans LP(R), p > 1.

(06 points)

AN

Soit 1 < ¢ < p < oo. Soit a est une fonction mesurable sur 2. Supposons que au € L4(£2) pour tout
u € LP(Q).
Démontrer que a € L"(Q2) avec :

P si p < o0.
r=4 P—¢
q si p =00

Indication : Utiliser le théoreme du graphe fermé.

Bon courage



(06 points)

1. Etant donné une suite (u,), bornée dans L(Q), donc on peut extraire une
sous suite qui converge faiblement vers wuy pour la topologie *o(L>(£2), L1(2))
...(01 point).

2. Théoréeme de Dunford-Pettis : [Voir le cours ] ...(01 point).

II. Soit (E, A, ) un espace mesuré et f, g deux fonctions mesurables positives de E dans R™ telles que

fg>1.0na fg>1 ceci implique que v/f,/g > 1 donc / \/f\/gd:c > / dz. En utilisant 'inégalité
E E
de Holder on obtient

(/Eg(:n)d:c)%/]ﬂf(:z:)dx)éZ/E\/Edmz/de:M(E)

Et par suite,

([ s@do)( [ fa)do) = ey (04 points)

(08 points)

Soit {fn}n une suite dans L!(R) définie par

1
—n si z €]l ——;0]
I
Falz) =19 3 si z €]0; |
n
0 sinon
1. Tracer les courbesde fret fo . (02 points).

2. Montrer que la suite {f,}, converge vers 0 dans R.

lim fn(z) = n3X}o7nL3[($) - nX}#o[(“ﬂ =0

n—oo
Alors f, = OppdansR (01 point).
3. Calculer || fpllz1(®) = / |\fol2)|d2 =2 L (02 points).
4. Quelque soit ¢ continue & support compact, on calcule li_)rn < fn, >
+00 0 ;—;
/ fn(z)p(x) de = —n/ o(z)dx + n3/ ¢(z)dxr — 0 n — 0o.... (02 points)
0 =1 0

Par densité des fonctions continue a support compact, f,, converge faiblement vers 0.

5. Pourp>1 ona

+00 0 5
/ | fr(2)|P do = np/1 dx + n3p/ de =nP~t 403070 40 n — o0.... (01 point)
0 0

Donc f,, ne converge pas fortement vers 0 dans LP(R).




(06 points)

Soit 1 < ¢ < p < oo. Soit a est une fonction mesurable sur 2. Supposons que au € L4(£2) pour tout
u e LP(Q).
Démontrer que a € L"(Q2) avec :

p—q

e si p < o0.
r =
q si p =00

Indication : Utiliser le théoreme du graphe fermé.

Considérons 'opérateur T': LP(Q2) — L9(Q2) définie par Tu = au. xxx que le graphe de T est fermé.
En effet, soit (uy,), est une suite dans LP(£2) telque

un, — u  dans LP(Q) et Tu, — f dans LI(9).

Donc a une sous suite
Up —> U p.p dans €.

Et
Tuy, — f p.p dans €.

Alors f = Twu. Par le théoreme du graphe fermé que T est continue, alors il existe une constante
positive C' telque

|Tullq = llau|q < Cllullp Yu € LP(Q)......(02 points)

Cas 01 : Si p < oo alors supposons v = u? alors
q
/ aqu:USCq(/aqvg)p = C|ul|« VUELS(Q).
Q Q P

Alors lapplication K : v — Kv = / la|%v est continue et lineaire fonctionnelle de Lg(Q) et ceci
Q

implique alors que |a|? € L(g)/(Q), ot (B)" = ;B alors a € L"(Q) avec r = 12
....... .(02 points)

Cas 02 : Si p = oo, alors u € L>(2), prenons par exemple u = 1 alors

[Tullg = llally <€ Vu e L¥(Q).

Alorsa € L9(2) (02 points)




