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Master 1 EDP

Examen final: Théorie spectrale des opérateurs.

Exercice 1

I- Soit A un opérateur linéaire borné dans un espace de Hilbert complexe
H.

1/ Montrer que si A est inversible alors les opérateurs A et A~! ont les
meémes vecteurs propres.

2/ Montrer que si 'opérateur A2 posséde un vecteur propre alors il en est
de méme pour 'opérateur A.

3/ Montrer que si x # 0,alors = est un vecteur propre de A si et seulement
si (A, )| = || Aa]l |lz]

4/ En déduire que A admet une valeur propre p avec |u| = || A si et seule-
ment dx € H tel que ||z|| =1 et |(Az,z)| = || T .

II- Soit H = L*([0,1]) ,On considére 'opérateur 7" défini par : Tu = 9%

1/Déterminer le domaine de T.  2/Montrer que Popérateur T nest pas borné.

3/ Montrer que opérateur T est fermé.

EXERCICE 2

Soit f € L%([0,1]). On considére le probléme aux limites

a” (t) = f (1)
(P){ z(0)=z(1)=1

1/ Montrer que (P) a une solution unique de la forme

() = (Kf) (t) = / k(t,s) f (s) ds
0

ol
_f s(t—1) 0<s<t<1
k(t’s)_{ t(s—1) 0<t<s<l1

2/ Montrer que 'opérateur K est compact.

3/ En déduire que 0 n’est pas valeur propre de l'opérateur K et que A # 0
est valeur propre de K de fonction propre associée f si et seulement si f # 0
est deux fois dérivable et vérifie

4/ Déterminer le spectre de K ainsi les fonctions propres.
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