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Examen
Méthodes de résolution des problémes elliptiques

Exercice 1
Soit € un ouvert borné de RY, g : RV — R, une fonction lipschitzienne ,on
considére le probléme suivant

—Au+ pu+ g (Vu) =0, dans Q (1)
u(x) =0, €N’

1. On pose f(u) = —g (Vu) .Montrer que 'opérateur
u € H} ~ f(u) € L? (Q) est continu .

2. Montrer, I'existence de solution faible wpour le probléme linéaire suivant

, —Aw + pw = f(u), dans Q 9
w(z) =0, x € 00 (2)

3. Enoncer le théoréeme de Scheaffer de point fixe.Et, 'appliquer pour mon-
trer existence d’une solution faible pour le probléme (1)quand u est assez
grand.

Exercice 2

1. Soit  un ouvert borné de RV, p €]1, +oo] .
Soit ¢ 'exposant conjugué de p, montrer que

ue Wyt (Q) = (|Vul’ > Vu) € LI RY)
Endéduire que l'opérateur A, = —div((Vu|P~2Vu)) est bien defini de
WyP (Q) dans W12 ().
2. Montrer que A, est continu et strictement monotone.

3. Soit f € L7(f2). Donner lexpression vérifiee par une solution faible du
probléme (3) et montrer son existence

—Apu(z) = f(z), x €
{ u(x) =0, x € 0N (3)

4. Montrer par la méthode de sous et sur solution l’existence de solution
faible pour le probléme suivant

{ —Apu (z) + b(z,u(z),Vu(z)) =0, dans Q
u(z) =0, x € 0N ’

ou b est une fonction de Carathéodory telle que

Jby € L9 (Q),Vy € R,Vz € RY | b(w,y,2)| < bo (z) p.p Q



5. Pour quelles valeurs de f , le probléme suivant admet une solution

{ —Apu(z) + bz, u(x), Vu(z)) = f(z), reN )
u(x) =0, x € 0N ’
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1. BptsSoit v € X = HJ (R2), on pose f(u) = —g (Vu).
g étant lipschitzienne il existe C' > 0, tel que

g < C (A +1t),

ce qui implique f(u) € L? (Q) puisque,

2ab§a2+b2 9
/|f o)) de < C’/ (14 |u(z))’dz < 20./1—|—|u(x)| dz
Q Q
< w0m+wmm)
On en déduit:
K >0, K = K (C, Q) [[f (Wl 20y < K llull gz o) (1)

2. 2ptSOn considére le probléme linéaire suivant

—Aw+ pw = f(u), dans Q
w(z) =0, x € 09

(2)

On montre facilement en utilisant la formule de Green que (2) est équiv-

alent a la formulation variationnelle:

{ Trouver w € H0 Q)

Jo V.V + pw.vde = [, f(u)vdz, Vo € Hj () (3)

On munit I'espace H} (©2) de la norme H!'.En tant qu’espace fermé de
H' (Q),c’est un espace de Hilbert. a(w,v) = [, Vw.Vv + pw.vdz est une

forme bilinéaire continue

la(w,v)|] < HVWH(L?(Q))N ||VU||(L2(Q))N +u Hw||L2(Q) HU||L2(Q)

< (+wllwll g ) lolg o

et la forme (v fQ u)vdz est, de maniére évidente, linéaire, et con-

tinue :

1) ='Aﬂmwa“

1 )l 220 191l 73 ) 3P0 € H (2).

IN

< Wl pz@) vl 2



Il ne reste plus qu’a démontrer la coercivité de a pour pouvoir appliquer le
théoréme de Lax-Milgram et conclure au caractére bien posé du probléme
(2). On a pour tout v € Hy (Q)

2 2 2
ato.) = [ 9o+l do > alolye).

avec « = inf(1,p)

La forme bilinéaire a est donc coercive, le théoréeme de Lax-Milgram
s’applique : il existe une unique solution au probléme (3) et donc au prob-
léme (2).Cette solution dépend continument des données.Il suffit d’écrire
(3) pour v = w. On obtient en utilisant la coercivité de a et la continuité
de I,

w3y < alw,w) = /Q Fwywde < |17l 20y Il 3y

et par suite,

<

1F (Wl L2 () (4)

Q|r

||w|\Hg(Q)

. IP8 Enoncé du théoréme de Scheaffer de point fixe!

-Application du th.de Scheaffer

Rappelons que pour p > 0,l’opérateur —A + puld est un isomorphisme de
H} (Q) dans H™1 (Q), donc (—A + pId) 'est bien défini.Dans ce cas w
solution de (2), avec f(u) € L? (Q) C H~' (Q) ,s’écrit

w=(=A+pld) " (f(u))

a) L.5pSoit 'opérateur T : H ()  — HL ()
T (CAtud) T (f(w)

T(u) = w,T est bien défini et de (1,4) ,0on a
K
«

120y < — llullmy o)

1
[l <,

Donc T est continu.
[L5PAT est compact: (u,), suite bornée dans Hg (Q), par (??) la suite
(wp, = T (uy)),est bornée dans Hg (2) ,alors

3 (wny,),,, s-suite,Jw € H} (Q),wp, — w dans H} (Q)

H}(Q) < L*(Q) par passage & une sous suite w,, — w dans
compact J

L?(Q), et par définition Wy, =T (unkj) et la continuité de T, on a
Jo Vv (wnk_j - w) Vo +p (wnkj - w) wdr — 0,Yv € H} (Q)en prenant



2 2
v = Wy, — w, on obtient Jo V(wnkj —w)‘ + u‘wnkj —w‘ dx — 0 ce

qui permet d’obtenir la convergence forte de (wnkj dans H} ().

b)2pts Soit A := {ve€ H{ (Q),v=AT(v), pour A € [0,1]}, montrons
que A est borné dans H} (9).

A#£0

v=AT(v) &= — =T (v)

>

donc ¥ vérifie le probléeme(2) donc

—Av + pv = —Ag(Vv), dans 2 (5)
5 =0, sur 0f)

d’ou en multipliant par v et en intégrant sur £2,on obtient
/ [Vol? + o) do = —)\/ g(Vv)vdz < C)\/ (IVv| + 1) vdx
Q Q Q
5o, el a? b2
de l'inégalité de Young avec ¢,ab < 5= + %,

/(|Vv\+1)vdx§ i/ (|w+1)2dx+f/ lo]? da
Q 2e Jo 2 Ja

utilisant I’inégalité de Holder et on choisit € tel que ’on obtient

1
/|Vv\2dx+/u|v\2dx§ 7/ |Vv|2dac+B/ v|? dz + este (|9))
Q Q 2 Ja Q

ou B = B(||).De la on arrive a

1/ |Vv\2d:z:+(ufB)/ [v|? d < este (|Q2])
2 Ja Q

Donc si p est assez grand p >> B,
1 1 2 9
Slvlaae) < 5 [ Vol de+ (u—=B) | |v]" de < cste (|2)

2 0 2 Ja Q

ce qui prouve que A est borné
¢) Les conditions du th. de Scheaffer sont vérifiées ce qui entraine 'existence
d’un point fixe pour T et donc une solution du probléme.

Exercice 2(10pts)

1. [L.5pt8oit © un ouvert borné de RN, p > 2 .
Soit g 'exposant conjugué de p, on a

p—2 ¢ (p—Dq 4., _ p P
/Q‘(Wu\ Vu)‘ dm—/Q|Vu| da:—/Q|Vu| dx < ||u||W01,p(Q)
(6)

et par suite lopérateur Apu = —div((Vu[P72Vu)) est bien defini de
WyP (Q) dans W14 (Q).



2. ) L’opérateur p Laplacien —A, est continu
A, - WP () - W)

(Apu, V) yy—1gyppr :/(\Vu|p_2Vu) Nvdz
QO

On a par l'inégalité de Holder et (6) ,pour tous u,v € Wol’p Q)

-1
(B0} < IVl 0l < ullp [0l

Par suite, [|Apully—1.4q) < Hu||WO1,p, d’ou la continuité de l'opérateur -
A,.

b) pr est strictement monotone

Puisque 'opérateur —A,, est la dérivée de la fonctionnelle définie par

6 WP (Q) = R; 6 (u) = }) Q/ IVl de

Pour tous u,v € Wol’p (), la fonction
t~ o(tu+ (1 —t)v)

est une fonction réelle strictement convexe ce qui entraine que sa dérivée
. . . . 1
est strictement croissante. En particulier pour u,v € W;* (), u # v,

%(b(tu + (I = t)v)jp=1 > %qﬁ(tu + (1 = t)v)j4=0

ce qui veut dire
(@' (u),u =) > (¢ (v),u —v))

Et donc ¢'est strict.monotone

3. BptsSoit f € L9(Q). wu est une solution faible (??) si pour tout v €
W,y P (Q)on a

/|Vu|p_2 Vu.Vudx = /fvdx
Q Q

De plus, si u est dans un borné de Wol’p (Q), alors Vu est dans un borné
de LP(Q;RY) et par(6) , (|Vu\p72 Vu) est dans un borné de LI(Q;RY).
Par consequent, —A,(u) reste dans un borné de W19 (Q). Et —A,, est

continu de W, ® () dans W14 (Q), donc a fortiori hemicontinu.
D’autre part, par I'inégalité de Poincaré, 3¢ () > 0,

(~ Ay, 0}y s aior = / Vol do = e(9) [0l 1 g
Q



ce qui entraine la coercivité de —A,,i.e

—-A
m AZRev)
‘l”‘lwg,p(ﬂ)‘)+00 ||'U||W01,p(ﬂ)

Conclusion :

Puisque —A,, est un opérateur monotone borné hemicontinu et coercif , il
est surjectif.

Donc on obtient 'existence de solution pour (?7?).

De plus puisque—A,, est un opérateur strictement monotone, il est injectif.
Par suite (—A,) " est bien défini!

4. 2ptsSoient u = (—Ap)_1 (=bo) et w = (—Ap)_1 (bo) alors par définition
de Vopérateur (—Ap)flet bo on a T, u € WyP (Q)et

—Apu(z) +b(z, u(z), Vu(z)) = =bo + b(z,u () , Vu () <0
—Ayu (z) + bz, w(x), Vu (z)) = by + b(z,u(z),Vu(z)) >0
Donc @, usont des sur et sous solutions de

{ —Apu (z) + b(z,u(z),Vu(z)) =0, dans Q2
u(x) =0, x € 0N ’

ou b est une fonction de Carathéodory telle que

Jbo € L9 (Q),Vy € R,Vz € RY | b(x,y,2)| < by (z) p.p Q

5. MptPour f € [~bg + b(., u, Vu); by + b(., @, V)], le probléme suivant admet
—Apu (z) + bz, u(x), Vu (z)) = f(z), xz €Q
0,

une solution { w(z) = v € 00 ,



