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EXAMEN DE RATTRAPAGE

Exercice : Contrôle optimal d’insectes nuisibles par des prédateurs.

Pour traiter une population x0 > 0 d’insectes nuisibles, on introduit dans
l’écosystème une population y0 > 0 d’insectes prédateurs (non nuisibles), se
nourrissant des nuisibles.

On suppose que les insectes prédateurs que l’on introduit sont stériles, et
ne peuvent donc pas se reproduire. Le contrôle consiste en l’introduction ré-
gulière d’insectes prédateurs. Le modèle s’écrit{

ẋ(t) = x(t)(a−by(t)), x(0) = x0,
ẏ(t) =−cy(t)+u(t), y(0) = y0,

où a > 0 est le taux de reproduction naturelle des nuisibles, b > 0 est un
taux de prédation, c > 0 est le taux de disparition naturelle des prédateurs. Le
contrôle u(t) est le taux d’introduction de nouveaux prédateurs au temps t, il
vérifie la contrainte

0≤ u(t)≤M,

où M > 0. On cherche à minimiser, au bout d’un temps T > 0 fixé, le
nombre de nuisibles, tout en cherchant à minimiser la quantité globale de
prédateurs introduits ; autrement dit on veut minimiser

x(T )+
T∫

0

u(t)dt.

(1) Montrer que y(t)≥ y0e−ct pour tout t ∈ [0,T ].
(2) En déduire que y(t)> 0 pour tout t ∈ [0,T ].
(3) Montrer que x(t)> 0 pour tout t ∈ [0,T ].
On note les variables adjointes λ1 et λ2.
(4) Ecrire le Hamiltonien du problème de contrôle optimal et les équations

des extrémales.
(5) Ecrire les conditions de transversalité λ1 (T ) et λ2 (T ) .
(6) Soit u le contrôle optimal. Montrer que

u(t) =
{

0 si λ2 (t)+1 > 0,
M si λ2 (t)+1 < 0.
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(7) En déduire qu’il existe ε > 0 tel que u(t) = 0 pour tout t ∈ [T − ε,T ] .
(8) Démontrer que la fonction t 7→ x(t)λ1 (t) est constante sur [0,T ].
(9) En déduire que x(t)λ1 (t) = x(T ) pour tout t ∈ [0,T ].
(10) En déduire une expression de λ2 (t) pour tout t ∈ [0,T ].
(11) Démontrer que u a au plus une commutation. Lorsqu’il en a une, dé-

terminer à quel temps elle a lieu.
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