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Examen final

Modélisation mathématique en épidémiologie

Exercice 1 Considérons wi pupulation de talle .V sommise a une maladic infecticuse:
- On note Sit) le nombre de persounes susceptibles détre infectées a l'instant ¢ : on parle
€n géneral dans ce contexte de “personnes susceptibles”.
- On note E(t) le nombre de personnes infectées en phase latente, autrement dit non encore
infectieuses;
- On note I(t) le nombre de personnes infectées:
- On note R(t) le nombre de personnes retirées de la transmission, on suppose que les
personnes gueries sont immunisées et conservent leur immunité sans limite de temps.
Amsi N = S(t) — E(t) = I(t) + R(t) est la population totale. Le modele S-E-I-R est donné

par:
dS I
T ——aST. (0.1)
dE /
— = u.')'-{; -cF. (0.2)
dl
- = cE - bi. (0.3)
dR

ou a est le taux de contact effectif (a > 0), c est le taux auquel les personnes infectées dans la
phase latente deviennent infectieuses (¢ > 0) et b est le taux auquel les personnes quittent le
compartiment [ pour se retrouver dans le compartiment R (b > 0). Les conditions initiales
sont S(0) = N - Ey — Iy, E(0) = E; > 0,1(0) = [, > 0, R(0) =0, avec Ey > 0,15 > 0 et
0< Ey+ 1y < N. -
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24255 1. Montrer que le systéme (0.1)-(0.4) a une unique solution définie pour tout ¢ > 0. De plus,

S(t) >0, E(t) >0, I(t) > 0 et R(t) > 0 pour tout ¢t > 0.
? 2. Calculer la durée de la période d’infectiosité.
/1/(/, 3- Audébut dune épidéniie. caleuler en wovenne combien wne personne infectée contamin-

Yo

3}% era de nouvelles personnes.
4 Montrer que la fonction S(f) est strictement décroissante et converge vers une liniite
Sx > 0. La fonction R(t) est strictement croissante et converge vers une limite R.. avec
’ }7/6 x 7 R = N. De plus, E(t) = 0 et I(t) — 0 quand ¢t — co.
2. Donner la taille finale de 1’épidémie en 1'absence compléte d'intervention.
5/5@ - Au début de I'épidémie, estimer £(t) + I(t) + R(t) en fonction de R(t) seul.
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Exercice 2 Le modele SITR est donné par

S = -8S[I + 6T
I'=3S[I+ 8T - (a+)I
T'=A~l-1nT

1S est la classe des susceptibles
181
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Démontrer que Sy = lim S(t) > 0, lim I(t) = lim T(t) =0.
\ t—oc =g l—o¢

.

Calculer le nombre de reproduction de base.
Donner I'équation de la taille finale de I'épidémie.

- - est la classe des infeetés, T est la classe des individus
s au trartement et R la classe des guéris. 3 le taux de transmission de I'épidémie. 7
¢ de personnes soumis au traitement, a est le taux mortalité du a 1'épidémie, on
que le traitement réduit le taux d’infection par une fraction 4.
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