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Exercice 1 :
Le système P suivant s’écrit en coordonnées cylindriques P .

P
x y x 1 x2 y2 3,
y x y 1 x2 y2 3,

x2z,

P
r r 1 r2 3,

1,
zr2 cos2 .

Montrer que l’équation rapide admet un unique cycle limite stable. Peut-on appliquer
le théorème de Pontryagin-Rodygin classique (1960)?

Donner, en justifiant les conclusions, les approximations des solutions du problème
P sur un intervalle de temps non borné, et en déduire un résultat de stabilité pratique.

Exercice 2 :
Soit le système

M

x x z 4x y ,
y y z x y ,

z ,

x, y 0

où les fonctions , , : R R sont de classe C1 avec z 0 ssi z 0. On suppose
que les solutions de M sont définies pour tout t.

1. Donner des conditions générales sur , et pour que le système M puisse être
réduit dans le cadre de la théorie des systèmes asymptotiquement autonomes à un
modèle de compétition de Lotka-Volterra LV entre deux espèces de densités
respectives x t et y t .

2.Sous quelles conditions supplémentaires sur et le problème réduit limite LV
obtenu assure-t-il la coexistence des deux espèces?

3.Sous ces conditions, montrer que les orbites de conditions initiales non nulles de
M) convergent toutes vers un équilibre stable à l’aide du théorème de convergence de

Thieme. Auriez-vous pu obtenir ce résultat en étudiant directement le modèle M sans
réduction?



Exercice 3 :
Soit le modèle biologique, appelé modèle de prédation ‘donor control’ et dans lequel

la proie de densité x se développe nettement plus vite que le prédateur de densité y,

S
x rx 1 x c x,

y ecx dy,
0 1,

avec x, y R2 et r, c, e et d des paramètres strictement positifs.
1. Dans le cadre de la théorie de Tikhonov pour les systèmes lents-rapides,

déterminer et dessiner toutes les composantes attractives et répulsives de la variété
lente, selon les paramètres.

2. Supposons que r c. Montrer que le modèle S admet un point E x , y à
préciser qui soit S. G. P. A. S. quand 0 pour toute condition initiale x0 0, y0 0 ?
Préciser ce qui est apparent dans cette stabilité et dessiner le portrait de phase
approximatif.

3. Supposons toujours que r c. A l’aide du 1er Théorème de Fenichel, dont on
vérifiera l’applicabilité, déterminer une approximation O 2 de la variété invariante
attractive de Fenichel et le problème réduit correspondant. Quel résultat de stabilité
peut-on déduire par la théorie de Fenichel ?

Citation : [ ] une bonne partie des mathématiques devenues utiles se sont développées sans aucun
désir d’être utiles, dans une situation où personne ne pouvait savoir dans quels domaines elles deviendraient
utiles. Il n’y avait aucune indication générale qu’elles deviendraient utiles. C’est vrai de toute la science.

-John Von Neumann-
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