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Exercice 1:06 pts R�esoudre par la transform�ee de Laplace8<: y00 � 2y0 + 2y = 0
y(0) = 0;
y0(0) = 1:

Solution:
On applique la transformation de Laplace sur l'�equation

L (y00 � 2y0 + 2y) = 0

ainsi, on aura

Y (s) =
1

s2 � 2s+ 2 =
1

(s� 1� i) (s� 1 + i)

un calcul simple donne que
y(t) = et sin t

Exercice 2: 08 pts Soit l'�equation des ondes

(1)
@2u

@t2
= c2

@2u

@x2
, x 2 R; t � 0

avec c un param�etre r�eel.
a) 01 ptsSoit bu la transform�ee de Fourier de u par rapport �a la variable x,

montrer que
\�@u
@t

�
=
@

@t
bu (k; t)

b) R�esoudre (1) avec

u (x; 0) = f(x), ut (x; 0) = 0

Solution: a) On aZ
R

@u

@t
e�ikxdx =

Z
R

lim
h!0

u (x; t+ h)� u (x; t)
h

e�ikxdx = lim
h!0

Z
R

u (x; t+ h)� u (x; t)
h

e�ikxdx

= lim
h!0

bu (k; t+ h)� bu (k; t+ h)
h

=
@

@t
bu (k; t)

b) 02 pts La transform�ee de Fourier donne

@2

@t2
bu (k; t) = �c2k2bu (k; t)
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la solution d'une EDO du second ordre donne (02 pts)

bu (k; t) = bF (k) e�ikct + bG (k) e�ikct
o�u bF (k) ; bG (k)
des fonctions de la variable k:Ceci implique que (01 pt)

u(x; t) = F (x� ct) +G (x+ ct)

La condition initiale

u (x; 0) = f(x) = F (x) +G (x)

ut (x; 0) = G (x)� F (x) = 0

ceci donne

F (x) = G (x) =
f(x)

2

et la solution u est donn�ee par (02 pts)

u(x; t) =
1

2
[f (x� ct) + f (x+ ct)]

Exercice 3:06 pts
Soient A et B deux ensembles mesurables de mesure �nie dans Rn. Montrr

que A+B est d'int�erieur non vide.
solution:
Soient A et B deux ensembles mesurables de mesure �nie dans Rn. Montrr

que A+B est d'int�erieur non vide.
Notation: fA= fonction caract�eristique d'un ensemble A.
On ecrit le produit de convolution de fA et fB . On a alors, pour x 2 Rn

h(x) := (fA ? fB)(x) =

Z
Rn
fA(x� y)fB(y)dy:

On remarquera que h est bien d�e�nie car fA et fB sont dans L
1 := L1(Rn;R)

et que c'est une fonction non n�egative. De mani�ere �evidente, on a aussi

h(x) := (fA ? fB)(x) =

Z
B

fA(x� y)dy:

Notons x � B l'ensemble form�e des sommes x � y avec y 2 B. Donc h(x) =R
x�B fA(z)d. Si x =2 A + B then (x � B) \ A = f;g et donc h(x) = 0. Par
ailleurs un raisonnement par l'absurde montre que h n'est pas la fonction nulle
si A et B sont de mesure STRICTEMENT positive . Comme h est continue (ca
se montre �a la main), alors h > 0 sur un ouvert contenu dans A+B.
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