Université Abou berkBelkaid Tlemcen (2020/2021)
Faculté des sciences
Département de mathématiques (L2)
Rattrapage en probabilité (1h 30mn)
lutilisation de la calculatrice est autorisée

1 Exercice N°1(8 pts)

I] On consideére une variable aléatoire X suivant une loi binomiale de parametres
"n" et "p" inconnus, et vérifiant

E(X)=432¢et V(X)=27.648
1. Trouvez les paramétres (n,p) de la binomiale.

2. Peut-on approximer cette loi avec une loi normale 7 si oui, donnez ses
paramétres.

IT] Dans une usine, des machines fabriquent des plaques de tole, on définit
X la variable aléatoire «épaisseur de la plaque en mm>», on suppose que X suit
une loi normale de paramétres m = 0.3, et 0 = 0.1

1. Calculez la probabilité pour que X soit supérieur a 0.36mm

2. Calculez la probabilité pour que X soit compris entre 0.25mn et 0.35mn

2 Exercice N°2 (6 pts)

On dit qu’une variable alératoire discréte (infinie) X suit une loi géometrique
de paramétre 0, 0 < 6 < 1, si sa fonction de masse (sa loi) est donnée par:

Px(k)=60(1—60)""", pour tout k € N*
1. Calculer en fonction de 6, la probabilité suivante: P(X > 3).

2. Calculer en fonction de 6, E(X).

Dans cet exercice on utilisera un résultat bien connu en analyse sur la série
géométrique et ses dérivées ainsi, on sait que, pour tout |¢| < 1, on a:
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3 Exercice N°3 (6 pts)
1] Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de densité f(x,y) -

L4+ yexp—(y) si 0<z<2ety>0
— 4 = =
@) = 0 sinon

1. Déterminer la loi marginale de X, en déduire le loi conditionnelle de Y
sachant X

2. Calculer E(12XY)

Table donnant P(Z<t) pour une variable aléatoire suivant N(0,1)

1] t
[ 0,01 0,02 0,02 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0 0,5000| 05040 05080 05120 05160 05139| 05233 05279 05319 05359
0,1 0.5398 0.5438 05478 05517 05557 05596 0.5636 05675 0574 0.5753

0,2 05793 0.5832 05871 0,5910 05348 05387 06026 06064 0,603 0.6141
0.3 06179 06217 06255 06293 06331 06368 06406 06443 06480 06517
0.4 0,6554 10,6591 06628 0.6E64 06700 06736 06772 0,6B08| 06844 06873
0.5 06915 0.6950| 06985 0.7019| 0.7054| 07088 07123) 07157 07190 07224
0.8 0.7257 0.7291 07324 07357 0.7389 07422 0,7454 07486 07517 07549
0.7 0.7580 0761 0.7642| 07673 O0.7704| 07734 07764 0.7794| 07823 07852

0.8 0.7881 07910 0.7939 0.7967 07995 08023 08051 08078 08106 0.8133
0.9 0.8159 10,8186 08212 0.8238 08264 08283 0.8315 08340 08365 08383
1 0.8413 0.8438 08461 10,8485 10,8508 08531 0,8554 08577 08599 0.8621

1.1 0.8643| 08665 08686 06708 08729 06743 08770 08790 08810 08830
1,2 08849 08869 08888 08907 08925 08944 08962 08980 0.8397 0.9015
1,3 0,9032 0.9043 10,9066 0.3082 09093 09115 09131 0.9747| 10,9162 0.9177
1.4 09192 09207 09222 08236 09251 09265 09279 09292 09306 0.9313
1,5 0,9332 0,9345) 10,9357 10,3370 09382 09334 0,3406 09418 10,9429 0.9441
1.6 0.9452|  0,9463] 0.9474| 09484 09495 09505 09515 09525 09535 09545
1,7 10,9554 0.9564 09573 10,9582 0.9591 10,9559 0,9608 09616 0,9625 0,9633
1.8 09641 09643 09656 09664 09671 09678 09686 09693 09693 09706

1,9 0.9713 0.9719) 09726 0.9732 0.9738 09744 09750 09756 09761 0.9767
2 05772| 09778 09783 05788 0.9793] 05798 09803 09808 09812 09817
21 0.9821 0.9826 10,9830 09834 0.9838 0.9842 0,9846 0.9850( 0.9854 09857

22 | 09861 09864) 05868) 09871 09875 09878 09881 09984 0.9887) 0.9890)
25 | 09893| 09896 05898 09901 09904) 09906 09508 0991 0913 059
24 | 099m| 09520 09922] 09925 09927 08928) 099m| 09932 0993 0993
25 | 08338] 09940 09941 09943 09945 o09946) 09548 09949 03951 09952
26 | 08953 09955 09956 09957 09953 05960 09961 0.99%2 09963 0.994)
27 | 09965 0996 09967| 09968 0993] 08970 09971 09972 0.973] 09974
28 | 08974| 09975 o08976| 09977 09977 08978 09578 09979 09980 0.8981
29 | 09961 09982 09982] 09983 09984] 09984| 09985 0995 09986 0.9986
Table pour les grandes valeurs
T 3| 3 32[  33] a4 as| 3] ag i ag
loty | osewr| osse] o09993) 09995 0.9997] 09938 0.9998] 0.999928] 0.99996a] 0993997

"Elevez vos mots, pas votre voix, car ¢’est la pluie qui fait pousser les fleurs,
pas le tonnerre" (Djalla el dine el rumi)



4 Solution

4.1 Exercice N°1 (8 pts)

I] On considére une variable aléatoire X suivant une loi binomiale de paramétres
"n" et "p" inconnus, et vérifiant
E(X)=np=432
V(X) = npg = 27.648

(0.5pt) = 288 =¢=0.64 (0.5pt)

On en déduit que
p=1-—¢g=0.36 (0.5pt)

E(X) 432
= —=—=120 0.5pt
» 036 (0-5p)
e Peut-on approximer cette loi avec une loi normale 7 Oui. On sait que si
X suit une binomiale de parameétres (n,p), pour un "n" assez grand (en

pratique n > 30) et pour:

np=4322>5
et (1pt)
ng="76.82>5

alors X peut etre approximé par une loi normale aux paramétres: X —
N(np, /npq) ie X — N(43.2, 5.26) (1pt)

IT] Dans une usine, des machines fabriquent des plaques de tole, on définit
X la variable aléatoire «épaisseur de la plaque en mm>», on suppose que X suit
une loi normale de parametres m = 0.3, et 0 = 0.1

1. Calculez la probabilité pour que X soit supérieur a 0.36mm

P(X > 0.36)=1—P(X <0.36) (0.25pt)
X 03 _036-03
= 1—P < 2
o1 =01 (025pt)
— 1-P(Z<06) avee Z= 2™ N(0,1) (0.5p8)
(o
= 1- F(0.6)
= 1-072 (0.5pt)
= 0.275 (0.5pt)

2. Calculez la probabilité pour que X soit compris entre 0.25mn et 0.35mn
0.25-0.3 < X-03 < 0.35—-0.3

P(025 < X <035)=P(~—r < 5o < —)  (0.5p1)
= P(-05<Z<0.5)
= 2F(05)—1 (0.5pt)
= 2x0.691—1 (0.5pt)
= 0.382 (0.5pt)



4.2 Exercice N°2 (6 pts)

On dit qu’une variable alératoire discréte (infinie) X suit une loi géometrique
de paramétre 0, 0 < 6 < 1, si sa fonction de masse (sa loi) est donnée par:

Px(k)=6(1—6)"", pour tout k € N*
1. Calculer en fonction de 6, la probabilité suivante: P(X > 3).

P(X > 3)=1-P(X <3)car P(A)=1— P(A)
= 1-P(X<2) (0.5pt)
= 1-) P(X=k)
k<2
= 1-[P(X=1)+P(X =2)] (0.5pt)
1-0-0(1-6) (0.5pt)
= 0*-20+1=(0-1)% (0.5pt)

2. Calculer en fonction de 6, E(X).

ZJ“’O 1 dérivant Z+°° 1
k en dérivan k—1

E(X) = Zk-PX(k):iok-ea—e)’“‘l (0.5pt)
k=1

k>1

+oo
= 0> k-(1-0)""
k=1

= 0 fk.(q)k*] avecq=1—0 (0.5pt)
=

. [1_(11_9)]21 en utilisant (2)  (1pt)

o

- 3 (1p1)

4.3 Exercice N°3 (6 pts)

1] Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de densité fx yy .

1 .
_J s@F+yexp—(y) si 0<z<2ey>~0
flay) = { 0 sinon



1. Déterminer la loi marginale de X,

en effet pour 0 < x < 2
+oo
fx@ = [ rewds 050
0

-‘rOOl
:/0 ~(z+y) (exp—(y)) dy

4
1 [T 1 [t
= 733/ e_ydy—&-f/ y-e Ydy (0.5pt)
4 Jo 4 Jo
1 _ “+o0 ]. _ —+o0 ]- oo _
= I [—e7], T [—y-e7¥], *1/0 e Ydy  (0.5pt)
1 1 00
= Jol0+1+7 ([0+0}+ [—e ] ) (0.5pt)
_ rx+1
4
Conclusion
Liz+1 sio 0<x<2
Pee) = { 1O OSSR o
en déduire le loi conditionnelle de Y sachant X
T, T+ _
fy/x(x) = fle9) _ Y. ey (1pt)

fx(x) 1



2. Calculer E(12XY)

E(12XY)

I
©
&
>
=

+oo +oo
= 12/ xy - f(z,y) dedy (0.5pt)

2
[/ zy-(z+y)-eY dz]dy
0
“+o00 2
= 3/ eV [/ (z%y + 2?) dl’:| dy  (0.5pt)
0
+00 23 22 .12
= 3 VI Sy+ =P d
e gl
e 8 4
= 3 Yoy +-yP|d
A e [3y+2y:| Y
+ +o0
= 8/ y~efydy+6/ Z.e¥dy  (0.5pt)
0 0
+o0 Foo
= 8/ y-e ¥ dy—I—G[( 2ye” yo 2/ y-e ¥ dy] (0.5pt)
0 0

+oo
= 20./ y-e Ydy
0

= 20 (0.5pt)
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Université Abou berkBelkaid Tlemcen (2020/2021)
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Département de mathématiques (L2)
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5 Exercice N°1(10 pts)

I] Soit X une v.a. a valeurs dans N, telle que, pour tout entier k > 1:
PX=k)=—--PX=k-1)

e Déterminer la loi de X, en déduire P(X < 2) (3pts)
IT] Soit X une v.a.r qui suit une loi de poisson de paramétre A.
[ X = P(A), A>0, X(£2) =N]. On pose
X X X
Y =14 [2] —2X 41 ou {2} est la partie entiére de 5

1. Déterminer la loi de Y en fonction de A (3pts)

2. Calculer E(Y) en fonction de A. [indication: chz = # et shx =
5] (2pts)
3. Déterminer la loi de de Y2, en déduire la variance de Y: V(Y) (2pts)

6 Exercice N°2 (10 pts)
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de densité f(x,y) -

_Jexpl-(@+y)] si z>0ety>0
fay) = { 0 sinon

1. Calculer les densités marginales de X et Y. (2pts)

2. X et Y sont-elles des v.a indépendantes?, justifiez. (0.5pt)

3. Calculer la covariance de (x,y): cov(z,y), en déduire E(xy). (1pt)

4. Calculer P(X >2NY >1)et P(X >2UY > 3). (2pts)

5. Onpose (Z,U) = (X+Y,3X-Y). déterminer la loi du couple (Z, U).(3pts)
6. En déduire, la densité de la variable aléatoire Z = X + Y .(1.5pts)

"Celui qui entend avec ses oreilles devient conteur; celui qui écoute avec son
coeur devient conscient et celui qui exhorte avec son acte devient un guide"
Imam Shaffii
"On ne peut pas labourer, semer, récolter et manger le méme jour"
proverbe africain



7 Solution

7.1 Exercice N°1

I] Soit X une v.a. a valeurs dans N,déterminer la loi de X :

P(X = k):%-P(X:k—l)

pv“??r\»hwwk
) >

\

—

—

Or
ZP(X:k):1@2%~P(X:O):1 (0.5pt)

k>0 k>0
— P(X=0)=c¢* (0.5pt)

n 3 .
car } 50X =g conclusion:

4k 4

P(X = k) = E - € 5

donc X — P(4) X est une loi de poisson de paramétre 4  (0.25pt)
e En déduire P(X < 2)

P(X < 2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2) (0.5pt)

0 1 2
= ¢4 <4 + 1 + 4>
o1 2

= e*(1+4+8) =13-¢*  (0.5pt)
= 0.238

k>0 (0.25pt)

IT] Soit X une v.a.r qui suit une loi de poisson de paramétre .
[ X = PA), A>=0, X(£2) =N]. On pose

X X X
Y =4 [2] —2X +1 ou {2} est la partie entiére de >

1. Déterminer la loi de Y en fonction de A
Si X=2k (pair)
X

oo ap

}—2X—|—1

s Y4[22k}2(2k)+1

— Y =4dk—4k+1=1  (0.5pt)



Si X=2k+1 (impair)

voo e

2k+1

= Y_4{ ]2(2k+1)+1
— Y=4k—4k—-2+1=-1  (0.5pt)

Conclusion : Si X € Dy =N alors Y € Dy = {—1,1}, calculons sa loi :

P(Y = —1)=P(Upso(X =2k+1))  (0.5pt)
= Y P(X=2k+1)
k>0
\2k+1
= e e =e*.sha  (0.5pt)
E>0 ’
PY = +41)=P(Uk>o(X =2k)) (0.5pt)
= ) P(X =2k)
k>0
S S
= Z 2m ce” N =e""-chA (0.5pt)
k>0

Or ceci définit bien une fonction de masse; vérification:

A= 0, donc chA = 0et shh =0=— P(Y =41)>0

P(Y = —1)+P(Y =+1) =e *(shA+ ch))
_ A <6)‘ —e n e)‘+e>‘>
2 2
= e*xetr=1

e 1 " (=N)"
de plus, chA = Tzi ZE—FZ o
n>0 k>0

1 A" . ) ,
= 3 Z F(l +(=1)")| sin =2k pair
n>0

\2k
= méme raisonnement pour le shx

22 (2h)]

—~

v

0



2. Calculer E(Y) en fonction de A. [indication: chz = % et shx =
6172672]

E(Y) = Y uixP(Y =y) (0.5pt)

= 1xPY =+41)—-1xP(Y =-1) (0.5pt)
e (chA — sh)) (0.5pt)

N et e _e’\—e_A
B 2 2
= eMxer=e R (0.5pt)

3. Déterminer la loi de de Y2, en déduire la variance de Y: V(Y)

Si on pose Z=Y? alors Dz = {1} ie que la v.a Z est une constante
(v.a.certaine) donc sa loi P(Z=1)=1 (0.5pt) ainsi,

E(Z)=Y zxP(Z=z) =1x P(Z=1) =1 (0.5pt)

On en déduit que

E(Z)=E(Y?* =1 (0.25pt)

Var(Y)

E(Y?) - [B(Y)]? (0.25pt)
= 1—e*  (0.5pt)

7.2 Exercice N°2

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de densité f(x y) .

_Jexp[-(z+y)] si z>0ety>0
Fy) = { 0 sinon

1. Calculer les densités marginales de X et Y.

Densité marginale de X, fx(z):Si > 0

+oo
fx(@) = / fay) dy  (0.25p0)

— 00

+oo
= [ ewl-@ru)l
0
+oo
= e_:”-/ e Y dy (0.25pt)
0

- e e

= e " [0+ (0.25pt)
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Conclusion:
fx(@)=e™" 1) 4o0((@)

Donc X suit une loi exponentielle de paramétre 1: X — £(1) (0.25pt)

Densité marginale de Y, fy(y) : Il suffit de remarquer de f(z,y) est
symétrique en (z,y)(0.25pt) et que Dx = Dy = ]0,+00[ (0.5pt) ainsi
on aura le meme résultat

Donc Y suit une loi exponentielle de paramétre 1: Y — £(1) (0.25pt)

. X et Y sont-elles des v.a indépendantes?, justifiez. (0.5pt)
D(x.y) = Dx x Dy
flz,y) = Fx(x) x fr(y)
Conclusion X et Y sont bien indépendantes
. Calculer la covariance de (x,y): cov(zx,y), en déduire E(xy). (1pt)
X et Y indépendantes = cov(z,y) =0  (0.25pt)

cov(z,y) = E(XY)— E(X) -E(Y)
cov(z,y) =0
XetY —=E(1)=EX)=EY)=1 (0.25pt)
EXY)=EX)-EY) =1

} — E(XY) = E(X)-E(Y) (0.25pt)

. Calculer P(X >2NY > 1) et P(X >2UY > 3). (2pts)
P(X > 2nY>1)=P(X>2)-P(Y>1) carindep (0.25pt)
(1-Fx(2)-(1-Fy(1))  (0.25pt)

e et=¢3 (0.25pt)

= 0.049

P(X > 2UY>3)=P(X>2)+P(Y >3)-P(X>2nY >3) (0.25pt)

= PX>2)+P(Y>3)—P(X>2)-P(Y >3) indep (0.25pt)

= (1-Fx(2)+1-Fr@3)—-(1-Fx(2) (1-Fv(3)  (0.25pt)

= e?4ed—e e (0.25pt)

e 2 4ed—e 5 =0178
Ou bien
P(X > 20Y>3)=1-P(X <2nY <3)

1—P(X <2)P(Y <3)
= 1-Fx(2)Fy(3)

= 1-(1-e?)(1-¢7?)
= e+ —e?=01T8
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Rappel:

XetY —&(1)=Fx(z)=(1—€") o0 (0.25pt)

5. Onpose (Z,U) = (X+Y,3X-Y). déterminer la loi du couple (Z, U).(3pts)

Z=X+Y X =4
{ U=3X-Y { Y = 3Z-U (0~5pt)

Calculons le jacobien

1/4  1/4 1 3 1
J:’3§4 —1/4‘:__:_4 (0-5pt)

Ainsi la loi du couple (Z,U) est :

Z+U 3Z-U
fizo(z,u) = fixy)( 1 1 ) |J] (0.5pt)

Z+U 3Z2-U
I O R

e F (0.5pt)

] =

o~ =

Domaine de variation du couple (Z,U) (1pt)

Z=X+Y =0

y=32U. 3Z-U >0

{X—Zj;U>o { Z+U >0
4
= —Z=<U<37

6. En déduire, la densité de la variable aléatoire Z = X 4+ Y.

+oo
fz(z) = / fzu)(z,u) - du  (0.25pt)

3z 1
= / —-e “-du (0.5pt)
. 4
1
= 7T
= z-e " (0.25pt)

conclusion

fz(z) =2z €77 1jg 4oo[(2) (0.5pt)
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