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Exercice 1 (4 pts)
Soit f une fonction trois fois dérivable. On considére la courbe paramétrée v qui a ¢t € R associe

(t) = (expt, exp(—t), f(t)).

On suppose que f est telle que la courbure de v ne s'annule pas. Montrer que 7y est contenue dans
un plan si et seulement si f' — f®) = 0.

Exercice 2 (10 pts) N
On fixe un repére orthonormé (O, 4", j°) du plan. Soient a,b € R’ tels que b # 1 et soit C' le
support de la courbe paramétrée o : R — R? définie dans le repére (O, 7), 7) par

a(t) = (ab’ cost, ab’ sint)

Cette courbe est appelée spirale logarithmique.
1. Montrer que « est biréguliére.
2. Donner une limite de «(t) et o/(t) quand ¢ tend vers —oo.

3. Soit M un point de C', que vaut le cosinus de I'angle entre la tangente au point M et la droite
(OM)?

4. Notons [(M) la longueur de I'arc de courbe compris entre O et M (c'est-a-dire sur |—o0, t]).

[(M)
oM~

Calculer

5. On rappelle que, pour une courbe réguliére a(t) de classe C?, la courbure est donnée par
/ 1
(t) = |det(c/(2), o (1))]
e/ (2)]]
Exercice 3 (6 pts)
Soit f: U C R? — IR? une surface paramétrée de classe C™ dont les cefficients de la premiére
forme fondamentale sont donnés par :

. Calculer la courbure en tout point de C.

V(u,v) eU:E=1, F=cosf, G=1

avec 0 : U — |0, [ de classe C°.
1. Montrer que f est réguliére.

2. Montrer que f,, est un vecteur normal a la surface.
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Exercice 1. (4 pts)
On considére la courbe paramétrée ~ définie par : y(t) = (exp(t), exp(—t), f(t)). Une courbe est

7' (@)-(" () A" ()
Iy (&) Ay @)I”

T(t) =0 <= '(1).(7"(1) Ay (#)) = 0

Calculons les dérivées de ~ :

exp(1) exp(t) exp(t)
V() = <exp< t)) (1) = <exp<t> ) () = ( — exp(— t)) (1.5pts)
f (t) f//(t) f///(t)

planne si et seulement si sa torsion 7 est nulle (0.5pt). Or 7(t) = . Ce qui

donne

Donc

V') AAYT(E) = ((F7(1F) + f7(1) exp(=1), (f"(t) — f"(t)) exp(t), —2) (0.5p1)
Et
V(). (Y'(#) A1) = 2("() — f(1) (1pt)
On obtient donc
"= =0 = 7=0 (05pt)

Ce qui correspond bien a la condition demandée.
Exercice 2. (10 pts)
Soit a(t) = (ab’ cost, absint) la courbe paramétrée définie sur R .

1. Montrer que « est biréguliére :

« est biréguliére si ||a”(t)]| # 0 (0.5 pt). On a

o (t) = ab'(In(b) cost — sint, In(b) sint + cost) (0.5pt)
et
o (t) = ab'(((Inb)* — 1) cost — 2(Inb) sint, ((Inb)*> — 1) sint + 2(Inb) cost) (1pt)
de norme
la” ()] = ab’(Ind)* +1) #£ 0,Vt € R (0.5pt)

Donc « est biréguliére.

2. 0Ona:Sib>1, tlim a(t) =(0,0) = O et tlim a/(t) = (0,0) car cos et sin sont des fonction
——00 ——00
bornées et lim " = 0 ( la limite n'existe pas si 0 < b < 1) (1 pt).

t——00
3. Soit 6 I'angle entre la tangente au point M = «(t) et la droite (OM). Comme (OM) est
dirigée par le vecteur 7 = (cost,sint) (car a(t) = ab!?’), on a alors :

o). T = ||/ (#)|| || 7] cosf (0.5pt)



D'ou

o).V
cosf) = — (0.5pt)
'O
or ||/(t)]| = abty/1 + (Inb)2 et ||| =1 (1 pt). Donc
t
cosf = abInd b (0.5pt)

abty/1 + (Inb)? \/1 (Inb)?

On remarque que cette angle ne dépend pas du point M.

4. D’'aprés la question précédente, O = tlim a(t) (b>1), donc pour M = «(t), on a
——00

t t
M) = lim / o/ (u)]| du = lim / ab“\/1 + (Inb)2du (0.5pt)
s——oo J s——oo [
b* \/ 1 l b)? \/ 1+ (Inb)?
Lumm[ } + " =IO o st + 0.5pt)

Inb ~ Inb

= lim a
S——00

D'ou
(M) /14 (Inb)?
OM Inb

On remarque aussi que [(M)/OM ne dépend pas du point M.

(0.5pt)

5. Il sufht d'appliquer la formule :

det(a/(t),0”(t))  (ab)?((Inb)>+1) 1

- = Ipt + 1Ipt
o (D)IF (@b /T (b2 abi/1+ (b (Ipt + 1pt)

K(t) =

Exercice 3. (6 pts)
Soit f une surface paramétrée dont les coefficients de la premiére forme fondamentale sont donnés
par E=1,F =cosf, et G =1.

1. Montrons que [ est réguliére :
Ona
1fu A foll? = EG — F2 =1 —cos?0 = sin?6 (1.5pts)

et puisque 0 € |0, [, ceci implique que sinf > 0 (Ipt). Ainsi f, A f, # 0 (0.5pt). Par
conséquent f est réguliére.

2. Montrons que f., est normal a la surface :
En prenant la dérivée partielle par rapport & v de

E=fofua=1, (05pt)

on obtient
2fuwo-fu=0= fu-fu=0 (0.5pt)
De méme
G=fo.fo=1 (0.5pt)
dérivons par rapport a u, on aura

Ainsi f,, est orthogonal a f, et a f,, c'est donc un vecteur normal a la surface. (1 pt)



