Chapitre 4

Séries de Fourier

4.1 Définitions - Généralités

Définition 4.1.1 On appelle série de Fourier toute série de la forme

400
% + Z (a,, cos nx + by, sinnx) (Forme réelle)

n=1

ou
E cp €M (Forme compleze)

neZ

On peut passer d'une forme a l'autre par les formules d’Euler

(eit‘) + e—iﬁ) sin @ = % (eiG o 6—2'0)

N —

cosf =

En effet,

e Partons de la forme réelle

+ —+00 .
Qo an — an nT an + an mnT
-5y () ()
+00 . n=-—1 .
ap an an inz a_n + ben mnx
Sy (M) e ()
n=1 —00
Cest-a-dire
o)
Cn = —
: 2 b + b
cn:an Pn , c_n:an Dn Vn>1
2 2
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e Réciproquement, si on démarre de la forme complexe

—+00 “+00
E :Cn em:r = ¢y + E :Cn ezn:c + E Con e*'mx

nezZ
+00 +o00
=co+ Z cn (cosnz + isinnx) + Z c_p (cosnz — isinnx)
n=1 n=1
alors
ay = 2¢p , a, = ¢y, +c_p , by, =i (cp—c_p) .

La convergence signifie I'existence de la limite suivante

N
. agp .
Nl_lgloo {5 + E (a,, cosnx + by, sin naz)}

n=1

ou bien pour la forme complexe

Si une série de Fourier converge en un point x, alors elle convergera manifestement
en tout point de la forme xg + 2wk, k € Z puisque les fonction cosinus et sinus sont
2m-périodiques. Ainsi le domaine de convergence simple d’une série de Fourier est un
sous-ensemble & de R invariants par des translations de 27, c’est-a-dire

si xg € 9, alors xg+ 21k € &, Vk € Z.

Comme premiére conséquence, si f(x) est la somme (simple) d’une série de Fourier,
alors sur son domaine & cette fonction est 2m-périodique. On peut étendre cette si-
tuation au cas de la T-périodicité ou T' € R par :

+00
ag . ) :
5 + E (ay, cosnwz + by, sin nwx) ou bien E ¢y, €MF
n=1

neZ

2T
avec w = I En théorie du signal, cette constante w s’appelle pulsation et v = T la

fréquence.
Remarque 4.1.2 Soit f(x) la somme d’une série de Fourier (convergente). Alors

o [ est impaire si et seulement si a, =0 VYn > 0 (dans la série il n’y a que des
sinus),

o ct [ est paire si et seulement si b, =0 ¥Yn > 1 (dans la série il n’y a que des
cosinus).
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4.2 Conditions suffisantes de convergence

Proposition 4.2.1 S: g \an| 4 |bn| converge, alors la série de Fourier converge nor-

n>1
malement sur R.

Démonstration : C’est une conséquence du fait que Vx € R on a
|a,, cosnx + b, sinnx| < |a,| + |by|

et donc

sup |a, cosnx + by, sinnx| < |a,| + |by,).
z€R
m

Proposition 4.2.2 Si les suites des coefficients (ay,) et (b,) sont positives, décrois-
santes et tendent vers 0, alors par le critére d’Abel on peut affirmer que la série de
Fourier converge simplement sur R\2nZ, et uniformément (selon le critére d’Abel uni-
forme) sur les intervalles de la forme o, 2m — o] C 10, 2w] et de leurs 2w-translatés.

Démonstration : Dans les hypotheéses il y a déja les conditions que doit vérifier la
suite "(ay,)" du critére d’Abel. Il reste la condition sur la suite "(b,)". Ici ce sont les
suites (cosnz) et (sinnz). Nous allons les traiter en méme temps. On a

i(n+1)z 1

Zcoska:—l—zZsmkx—Zezk” = 6—1 —

n+1)x 1 n+1
B e( +1') /2 ‘Sln (%) T ei”I/QSIH( i) (41)
e*/2 sin(x /2) sin(z/2)
D’ou
|Zcoskm —I—zZsmkﬂ < |s1n(x/2)|
Or

( n

" . B | Z cos kx|

| Z coskx +1 Z sin kx| = (Z coS k:x) (Z sin k;x) > <
k=0 k=0 k=0

Et donc

ZCOS kx| < \sm(a:/2)| et \Zsin kx| < Tsn(z/2)]

De la, la convergence simple aura lieu chaque fois que sin(z/2) # 0 < x # 2mm

VYm € Z. Et pour la convergence uniforme il faudra que la fonction ——————— reste
| sin(z/2)]
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bornée. Pour ce faire on doit prendre x dans un domaine loin des singularités 2mm,
par exemple z € [, 21 — ] C |0,27[ ou bien dans un translaté (par un 2mm) d'un
tel intervalle. m

: . sin nx .

Exemple 4.2.3 La série de Fourier E 5— converge normalement (donc unifor-
n
n>1
. , | sin nx| 1 " sin nx

mément) sur R puisque sup ——— < —;. Par contre la série E converge

weR N n —~ n

nz

d’abord simplement sur R, par le critére d’Abel aux points x # 2mm et elle converge

au points x = 2mm puisqu’en ces points le terme général est nul; ne converge pas

|sinnx| 1 . . .
normalement sur R car sup ——— = — est une série numérique divergente ; et enfin
r€R n n

il y a convergence uniforme sur des intervalles de la forme 2mm + «,2(m + 1)m — @]
avec 0 < av < 2.

4.3 Théoréme de Dirichlet-Jordan

4.3.1 Préliminaires

Etant donnée une fonction f définie sur [—m, 7], sous quelles conditions on peut la
considérer comme somme d’une série de Fourier ?

e D’abord elle doit étre périodique.

e Si la réponse est oui, alors les coefficients a,, et b,, sont complétement déterminés
par f (est donc uniques). En effet, supposons

400
o .
flz) = 5 ,;_1 (ag cos kx + by sin kx)

et supposons qu’il est possible d’intervertir sommation est intégration. Alors

/ f(x)cosnx dv =
- a T +00 T m
— 50 / f(z) dz + Z (ak / cos kx cos nx dzx + by, / sin kx cos nx dsc)

k=1 T -

On rappelle ici les formules bien connues en trigonométrie
1 1
cosacosb = 3 [cos (a + b) + cos (a — b)] et cosasinb = 5 [sin (@ + b) —sin (a — b)] .

Aprés, une simple intégration donne

0 si k#n
T sl k=n

/Sinkxcosnxdxzo et / coskxcosnmdx:{

™ -7
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On en déduit alors

1 v
an:—/ f(x)cosnx dr  ¥n >0.
™ —T
Le méme travail avec f(z)sinnz aboutit a

1 m
bn:—/ f(z)sinnx de  Vn > 1.
™ —T

e Pour pouvoir effectuer les précédents calculs, il faut au moins supposer que f est
™

absolument intégrable sur [—m, 7| i.e, / |f(z)] do existe.

—T

4.3.2 Quelques définitions

1. Une fonction f : R — R (ouC) est dite continue par morceaux sur un intervalle
[a, b], §'il existe un nombre fini de poins x; < x2 < --- < x,, de [a, b] tels que sur
chaque sous-intervalle Ja, x1[ , |x;, xip1[ , ]2y, 0] elle est continue, avec en plus

far) = lm f@) et f(e)) = lim f(2)

T—>rx, T—>rx,

existent, ainsi que f(a™*) et f(b7). On dit dans ce cas que les points z; sont des
discontinuités de premiére espéce (en ces points il y a limite & gauche et limite &
droite). Le nombre réel

o; = f(x) — f(x;)

s'appelle saut de f au point x;. Il peut étre positif ou négatif. En voici un exemple

"
7
\ il
os
0
02

FIGURE 4.1 — Graphe d’une fonction continue par morceaux

2. Une fonction f est dite C' par morceaux dans lintervalle [a,b] s'il existe une
subdivision T < Tz < - - - < T, telle que sur chaque intervalle |T;,7;;1[ f est C'.
De plus f et f/ sont continues par morceaux. Notons que la subdivision qui définit
le caractére C'! par morceaux et celle qui définit la continuité par morceaux ne
sont pas forcément les mémes.
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Exemple 4.3.3 On appelle fonction mantisse la fonction définie par
m(x) =x — [z]
ot x| est la partie entiére de x. Par exemple sur l'intervalle [—1,2] on a

r+1 st —1<z2<0

T st 0<x<l1
r—1 51 1<x<?2
0 S? r=2

Voici une partie du graphe de m(x) :

/ 3
< - 4 5 o 4 i3 4 = ¢

05

FIGURE 4.2 — Graphe de la fonction mantisse

Il est clair que c’est une fonction périodique de période T = 1. Aussi elle est C!
par Morceaur.

Proposition 4.3.4 Si f est C par morceaux sur [—m, 7| alors pour ses coefficients
de Fourier

1 [7 1 [7
Ay = —/ f(x) cosnx dx et b, = —/ f(z)sinnx dx
T ) x T ) x

on a
lim a, = lim b, =0.
n—-+0o n—-+00
Démonstration : Soit —7 < x; < 22 < --- <, < 7 et on peut é¢tendre les indices
avec xg = —7 et x,11 = 7. Avec cette subdivision on exprime aussi bien le caractére

C'! par morceaux que la continuité par morceaux. Faisons la démonstration du résultat
pour a,, il en sera de méme pour les b,. Il est facile de voir qu'une fonction C! par
morceaux est bornée (en fait continue par morceaux suffit), et donc

M >0, |f(x)|< M Vz € [—m,n].

On peut écrire alors

p+1

s 1 Zj
an:—/ f(:p)cosm:dx:—Z/ f(x)cosnx dz.
TJ)_, T Je
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Prenons une de ces intégrales

/%‘ f(z) cosnx dx = {f(x)sinnxrj _l/xj f'(z) sinnz dx

n Tj-1 n J—1

1 1 [%
= [f(xj_) sinnx; — f(x;“_l)sinnarj_l] — ﬁ_/ f'(z) sinnz dx
d’ou

[ sy cosna o] < {|f<xj>| Sl [ 17 dx}

7j—1
™

1
— |a,| < —{2M(p—|—l)—|—/
nim

—T

) do

et donc lim |a,| = 0. Idem pour b,. =
n——+00

Remarque 4.3.5 Dans la démonstration de ce résultat nous n’avons a aucun moment
utilisé le fait que n € N. On peut trés bien remplacer n par un paramétre réel X > 0
et le résultat restera vrai.

Corollaire 4.3.6 Si f est continue par morceaux sur [—m, x|, alors on a

lim a, = lim b, =0.
n—-+o00 n—-+oo

Démonstration : Contrairement a la proposition précédente ot f était C'' par mor-
ceaux, ici elle n’est que continue par morceaux. La stratégie est d’approcher uniformé-
ment f par une famille de polynomes (qui sont C'* partout) et d’utiliser la proposition
précédente avec ces polynomes. Soit —7m = xp < 11 < X9 < -+ < Ty < Tpyp = T UnNE
subdivision avec laquelle on exprime la continuité par morceaux. Mettons-nous dans
Vintervalle z,;_1,z;[. Alors f se prolonge par continuité sur [x;_1, ;] et le prolonge-
ment est donné par

i flay ) st x=x,
flx) = flz) sl zjo <z <z
flxy) s T =,

On admettra le résultat suivant : Ve > 0, il existe une famille de polynémes py. ()
dépendants de f, € et j telle que

sup [f(z) = prej(@)| <e.

[zj-1,2]
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Ce genre de résultat, di entre autres & Weierstrass, sera amplement discuté dans le
cours de Topologie. Ainsi

/] f(x)cosnx dx = ] f(x) cosnz dz =

Tj—1

= / ] (f(ﬂf) —pf,g,j(x)) CoS N dx+/ ] Pfej(x) cosne dr

Jj= J

X ~ i
— \/ f(x) cosne dr| < (xj—x;1) sup |f($)—pf,s,j(f€)|+|/ Pfej(x) cosnx dz|
Tj—1 Tj—1

[2j-1,7;]

zj z
— |/ f(x) cosnx dx| < 2me + |/ Pfei(z) cosne dxl
Tj-1 Tj—1

et donc
1 p+1 x;
|an| < 2(p+1)5+;2|/ Pfei(z) cosne dxl
j=1 v %Ti-1

En passant a la limite quand n — 400, on obtient

< i <2 1
0< lim Ja,| <2(p+1)e
puisque les intégrales dans la somme précédente tendent vers 0 grace a la proposition
précédente. Comme € est quelconque, alors la limite des a,, est forcément nulle. Idem
pour les b,. m

Remarque 4.3.7 Nous avons déja signalé que st une fonction est T'-périodique définie
sur R, alors sa série de Fourier est de la forme

+00 0
Qa, .
St(x) = 50 + Z (@ cos nwz + by, sin nwz) = Z cp et
n=0 —00
. 2T . . .
ol w = - Dans ce cas les coefficients de Fourier sont donnés par
) T/2 2 T/2
ap = — f(x) cosnwzx dx : b, = = f(x)sinnwx dx
T J 1) T J_ 7/
et dans la forme complexe
1 [T/ _
Cpn = — (x)e "™ dx, neZ
T J 1)

Avant d’énoncer le théoréeme de Dirichlet, nous donnons un lemme général utile dans
beaucoup de situations.
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Lemme 4.3.8 Si g est une fonction 2w-périodique intégrable, alors Va € R

/_i:ég(T) dr = /_Zg(r) dr

Démonstration : A l'aide de la relation de Chasles on peut écrire

/:Zg(T) dT:/Zag(T) d¢+/:g(7) d¢+/:+ag(7) dr

Dans la premiére intégrale faisons le changement 7/ = 7 + 27, alors

puisque g(7) = g(7'—27) = g(7') et la variable d’intégration est "muette" (on I'appelle
comme on veut). Maintenant toujours par la relation de Chasles on aura

T T+ T+
/ g(t) dr —i—/ g(t) dr = / g(t)dr =0.
T+ T T+

D’ou le résultat. =

Théoréme 7 (de Dirichlet) Soit f une fonction définie sur R, 2w-périodique et C*
par morceauz sur [—m,mw|. Alors Vo € [—m, 7]

lim {% +Z(akcosk:c+bksinkx)} = % (f(;ﬁ) +f(x_))

n—00
k=1

Démonstration : Notons

3

Sn(f,x) = % + Y (aycoskx + by sin kx)
k=1

Remplagons les coefficients par leurs expressions

Sn(f,z) = %/ f(t) dt—|—%2/ (cosnt cosnx + sinnt sinnx) f(t) dt
- k=177

Su(f,x) = %/ﬂ {%-l—ZCOS?l(x—t)}f(t) dt
T k=1

Posons
1 < -1 <
Dn(f):§+Zcosn§:7+ cos né
k=1 k=0
D’apres les calculs dans (4.1) on peut écrire

—1 n  sin(®H)¢ _ sin(n + 3¢

Du(§) = — + cos(58) sin(5)  2sin(¢/2)
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oll nous avons utilisé la formule bien connue
2cosasinb = sin(b — a) + sin(b + a).

Remarquons que la fonction D,,(£) (appelé noyau de Dirichlet) est paire, 2m-périodique,

1
définie sur R et C!. De plus —/ D, (&) d¢ = 1. A présent
T -7

:%/_ﬂ Dy(z —t) f(t) dt:%/_ﬂ_x Dy(7) f(z +7) dr

grace au changement de variable ¢ = 7+ x. La fonction sous la derniére intégrale étant
2m-périodique, alors par le lemme 4.3.8 on aura

— %/W Dy(7) f(x+71)dr
puis -
0=~ [ Do+ + fa =) ar

grace a la parité de D,. On peut revenir a une intégrale sur [—m, 7| car la fonction
sous l'intégrale précédente est paire

1 ™
S..0) = 5= | Dufla 1)+ fa =) dr
Maintenant la différence entre S, (f,z) et la limite annoncée s’exprime par

su(r0)- ({2 D) L [ b (a0 4 (e =) - po) -

=%/W%{f”ﬂ+ﬂx—ﬂ Fa) = $a)) dr

(ZL’_)} dr

e () (252 (=2

Posons

- (i) (221 (1222

Il n’est pas difficile de vérifier que c’est une fonction continue par morceaux, c’est-a-

dire qu’en tout point de discontinuité dans [—7, 7] elle admet une limite & gauche et
7/2
sin(7/2
restante, il v a des points 7 # 0 de discontinuité de f et puis 7 = 0. Mais f est déja
continue par morceaux, ce qui régle la situation des point 7 # 0. Pour 7 = 0, les deux
fractions possédent des limites finies car f a été supposée C'! par morceaux. Enfin

S (o) (f(a:+)+f(a:‘)> 1 / o(r) sinGo + Ly

une limite & droite. La fonction est manifestement continue. Pour la partie

2 2m
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se présente sous la forme d'un coefficient b, 112 pour la fonction g. D’aprés le Corollaire

4.3.6 on a
i S, (f.x) <f(w+)—;f(w‘)) _q

n—-+00

Ce qui achéve la démonstration. =
Exemple 4.3.9 Considérons la fonction sign(x) sur [—m, | périodisée avec le choix
délibéré que sign(0) = 1 (ce qui n’a aucune incidence!) i.e,
-1 st —m<2x<0
sign(x) = 1 si 0<z<m
—1 si T =T

Voict une partie du graphe

FIGURE 4.3 — Graphe de la fonction ’sign’ périodisée

Cette fonction est bien C! par morceaux et impaire sur R\ wZ. Dans sa série de

Fourier les a,, sont tous nuls. Calculons les b,,.

1 [7 2 [T 2 |-
b, = —/ sign(x) sinnx dx = —/ sinnz dr = — [M]
TJ)_, T Jo T n 0
9 0 st n =2k
= (1-=(=1)" = 4
bn (1= (=17 st m=2k+1

o m(2k + 1)
Selon le théoréme de Dirichlet, aux points de continuité la somme de la série de Fourier
coincide avec la valeur de la fonction. On peut donc écrire

4 Z sin(2k + 1)z Vi € |- a\ {0}

sign(e) = = 2k +1

k=0

Toujours selon ce théoréme, aux points de discontinuité x, = mm, m € Z, la somme
sign(x; ) + sign(z,) S

= 0 ce qu’on vérifie aisément en remplacant

de cette série est 5
dans la somme. Comme application, prenons le point x = w/2, alors
4 Rsin(2k + 1)(1/2) 4 X (—1)*
) 2)=1=— = = PRI
sign(m/2) A T2 T
k=0 k=0
D’ou
+00 (_1)k
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Exemple 4.3.10 Le deuzieme exemple est celui de la fonction mantisse

m(x) = x — [x]. Nous avons déja vu qu’elle était 1-périodique (w = 27 ). 1l est claire
qu’elle est C' par morceauz. Calculons ses coefficients de Fourier. D’aprés les formules
données dans la Remarque 4.3.7 et le Lemme 4.3.8, on a

1 1 1 .
2
a, =2 [ m(x) cos(2mnz) de = 2/ x cos(2mnz) dx = 2/ v d <Sm( an))
0 0 0 2mn

in(2 Lot 1 [—cos(2 !
5 [xsm( ﬂnx)] B _/ sin(2mnz) dz = ——— [ cos( Wn)] —0
2mn o TN Jy ™ 2mn 0

et ce pour n # 0. Pour ag on a

1 1
a0:2/ m(az)d:z:zQ/ rdr=1
0 0
Aussi pourn > 1

1 1 1 B 9
by, =2 [ m(x) sin(2rnz) de = 2/ xsin(2rnz) de = 2/ T d cos( an))
0 0 0 2mn

— cos(2 oot 11 2 1
=2 [x cos( an)] + —/ cos(2mnx) de = —— + — [st( Wn)] ——
0 n

2mn L ™ 0 ™

En définitive, pour x ¢ Z, on a
1 1 <X sin (2mnz)
m@) =w -l =g -2

qu’on peut réécrire dans un cas particulier comme

+0oo

in (2 1
Z ) 7r<§—:v>, vz €0, 1].

Exemple 4.3.11 Dans cet exemple nous allons montrer comment périodiser la res-
triction d’une fonction donnée et déterminer sa série de Fourier. Considérons

f(x) = e*, a # 0. Appelons f1 la restriction de f a Uintervalle |[—m, | périodisée
avec la période 2mw. Voici une partie de son graphe

R e g

FIGURE 4.4 — Graphe de la fonction f;
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On prend juste la partie du graphe de f correspondant a [—m, 7| et on la translate
a droite et a gauche de 2w dans le sens de ['axe des abscisses. D’autres périodisations
sont possibles. Par exemple appelons fo la restriction de f a [0, ] étendue a [—m, 0]
comme une fonction paire, puis périodisée. Voici une partie de son graphe

T T e Sy Tanay Tau T nay Juaay JAu s Rnat Jauay ]

FI1GURE 4.5 — Graphe de la fonction fo

Une périodisation impaire donne fs dont une partie du graphe est

e e ] S uNRT IREaE JRSSE IRRRE JuRaE JRanE Iannt Jeust]

FIGURE 4.6 — Graphe de la fonction f3

Calculons les coefficients de f1 qui n’est ni paire ni impaire.

L[ 1 [e™]" 1 Car 2 sinh arm
ao(f1) / e dr = — [—] = — [em—e } -

T J_x T

a Ta am
1 ™ 1 ™ : ™
an(f1) = —/ e cosnx dr = —/ e""d (smnx) = i/ e*d <cosn:c> =
T ) _x T ) _x n nm J_, n
a - a’> [T
= ——[e"cosnz]_ — —— [ e cosnxdr
nm n’m J_.
a’ 2a sinh am 2a sinh ar
= |14+ —|ay, =(-1)'—————=a, =(-1)'"————
[ + n2:| a (fl) ( ) n2m a (fl) ( ) (n2+a2)77

—a
La premiere intégration par partie dans a,(f1) donne déja an(fi) = —0b,(f1). D'ou
n

w1 2nsinh am

bn(fl) = (_1>

(n? +a?)m
inh 2 sinh —-1)"
etVo € |—m,w| e = smmTaW + SH; o Z sz —i—)a2 (acosnx — nsinnx)

n>1



56 CHAPITRE 4. SERIES DE FOURIER

Nous allons utiliser ce dernier résultat pour montrer une formule annoncée dans I’Exemple
2.1.5. En changeant a en —a dans la derniére formule, on obtient Vo € |—m, 7|

4 sinham  2sinharm (—=1)" ,
e = + g 5—— (acosnx — nsinnr)
am U selll +a
nz

et

inh 2 sinh —1)"
—ar _ S a7r+ Sl aﬂz (=1) (a cosnz + nsinnz)
s

e =
ar n? 4+ a?

n>1

En faisant la somme on aura

2 cosh ar =

2sinh 4a sinh —-1)"
sinhar 4asin aﬂz (—1) s
T

ar n? 4+ a?

n>1

Ceci est exactement le développement en série de Fourier de la restriction a [—7, 7] de
la fonction paire cosh ax périodisée. Il est facile de voir que cette fonction est continue
sur R. Donc on peut évaluer cette derniére égalité pour x = 7.

sinh a 2a sinh a 1
cosham = T + n Z 5 5
am T n“+a
n>1
— sinh 2a sinh 1
e coshar — sinh am n a sinh ar Z : :
aTm T n< +a
n>0
1 1 (am) cosh am
= = 14 :
; n?+a?  2a? [ sinh a7 ]

C’est exactement la formule annoncée dans I’Exemple 2.1.5 ot il faudra changer a par
1/x.

4.4 Convergence en moyenne quadratique

4.4.1 Notion de produit scalaire

La notion de produit scalaire sera amplement discutée dans le cours d’Algébre. Ici
nous ne faisons que donner les définitions et propriétés rudimentaires.

Définition 4.4.2 Soit E un espace vectoriel réel ou complexe. Une application notée
<>,
<.,.>: ExFE — R {(ouC)
(x,y) — <uz,y>

est appelée produit scalaire si :
o <z,x>>0,VreF et(<z,x>=0<%< x=0) (Positivité)

o < x,y>=<y,x > (Symétrique dans le cas réel)
< x,y >=<y,x > (Hermitienne dans le cas complexe)
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o < \T1t+Noxo, Yy >= A < 21,y >+ < o,y >, Vi, 20,y € E V1, Ay scalaires.

Dans le dernier axiome, et grace a la symétrie dans le cas réel, il y a linéarité par
rapport a y en fixant x. Mais dans le cas complexe, il y a 'anti-linéarité par rapport
a y avec x fixé i.e, les scalaires sortent avec la conjugaison.

n
Exemple 4.4.3 x E=R" <uxy>= Zﬂfzyz
i=1

n
x* F=C" <=y >:Zx2@
i=1

x = Cc([a, b)) est l'espace des fonctions continues de variable réelle dans [a,b] a

b _—
valeurs dans C, < f,g >:/ f(x)g(x) dx

4.4.4 Norme associée

La norme associée a un produit scalaire est définie par

el = v<z,2>

On rappelle qu'une application ||.|| : £ — R™ est appelée norme sur F si elle vérifie
les trois axiomes suivants :

L |jz][=0&2=0
2. || Az]| = |A| ||=z|| (Homogénéité)
3. lz+ vyl < lz]| + ||ly|| (Inégalité triangulaire)

La notion de norme sera étudiée en détail dans le cours de Topologie. C’est I'outil
principal pour mesurer la distance entre les vecteurs. Avec une norme on définit la
convergence des suites, la continuité, etc... La norme généralise la valeur absolue dans
les espaces vectoriels en dimension supérieure.

Nous allons donner une inégalité importante liée au produit scalaire.

Inégalité de Cauchy-Schwarz Vx,y € E, | <z,y > | < ||z||||ly]-

C’est une inégalité vérifiée aussi bien dans le cas réel que complexe. Nous allons
donner la démonstration dans le cas complexe (qui englobe aussi le cas réel). Soit A
un réel et x,y € K. Alors

Mt + |2 =< Az + y, Ae +y >= 22|22 + 20R (< 2,y >) + ||y
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C’est un polynéme du second degré en A\ qui est positif pour tout A. Ceci implique que
son discriminant (réduit) est forcément négatif ou nul

A= [R(<a,y > = [lz*y]* <0
= [R(< 2,y >)[ < [lzfllyll
Si < x,y >= 0 alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée. Supposons < x,y > 0

et écrivons ce complexe sous forme polaire

<zy>=|<zy>le = |<zy>|=e<a,y>=<e ¥ y>cR"

D’ou
| <zy>|=<ez,y><|e x|yl = |||yl

Comme conséquence immédiate, on montre I'inégalité triangulaire de la norme (appelée
aussi inégalité de Minkowski). En effet

2
le +ylI* = ll2l* + 2R (< 2,y >) + yll* < l2l® + 202 llyll + 1yI* = (=l + ly])

d’ou I'inégalité triangulaire.

4.4.5 Orthogonalité

On dit qu'un vecteur x est orthogonal & un vecteur y, noté x L y, si et seulement
si < x,y >= 0. On peut parler d'un vecteur orthogonal & un ensemble de vecteurs s’il
est orthogonal a tous les vecteurs de cet ensemble. On peut étendre cela a deux parties
de F: Al B< (xLyVee AVy € B). Nous allons voir un exemple directement lié
aux séries de Fourier. Soit Cc ([—m, 7]) introduit plus haut avec sont produit scalaire.
Considérons la famille d’exponentielles €%, n € Z. On a

7r i 7T
< 6m;v’ezk:r >:/ T oik o :/ emx.e—zkx dr :/ 6z(n—k)x dr

—T —T —T

Sin =k on aura < € ¢ >= 271 Et si n # k on aura

=0

iln—k)x 17T iln—k)m _ —i(n—k)r
N e e e
< et gike - [ ] _
m

i(n—Fk)|_ i(n —k)
C’est donc une famille de vecteurs deux a deux orthogonaux

0 si n#k

e >_{ le™||> =27 si n=k

4.4.6 Application aux séries de Fourier

Dans cette sous-section nous travaillerons dans I'espace Cc ([—m,7]) muni de son
produit scalaire. Soit f € C¢ ([—m,7]), alors ses coefficients de Fourier dans la forme
complexes sont (voir Remarque 4.3.7)

en(f) = ST
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Posons e, (r) = ™ et

Su(F)(@) = Y ()™ =D elf) ex(x)

Alors
1f = SulDIIF =< f = Sulf), [ = Sulf) >= IFI? + 1S (DI = 2R (< £, Su(f) >)

On a d’une part

n n

1S, (F)? =< ch Jer, Y ci(fe; >= Y alf)ei(f) < erej >= QWZ\%

k=—n j=—n k.j=—n k=—n

et d’autre part

< f, Z ce(f)er >= Z cn(f) < frew >=2m Z cr(fen(f) =2 Z len(F)I

k=—n k=—n k=—n k=—n

ce qui implique que

1S =< f,9u(f) >=27 > ()

k=—n
et donc

0<If = SalHIP = IFI7 =27 Y Jer(f)I

k=—n
ce qui a pour conséquence que Vn € N

2m Z e (N < I

k=—n

Cette derniére inégalité porte le nom d’inégalité de Bessel. On peut déduire que la série
numérique de terme général (]ck( f )|2) est convergente puisque ses sommes partielles
sont majorées. On peut donc passer a la limite dans 'inégalité de Bessel et obtenir

2m Z (N < I

k=—0o0

Nous admettrons (on n’a pas encore les outils pour le démontrer) que cette derniére
inégalité est en fait une égalité, appelée égalité de Parseval-Plancherel

27 S Ja(H)2 = 112 = / " F@)]? da

k=—0o0 -

Sa version réelle s’écrit

I 5™ DR+ ) = = [ 15 o

™ -7

n=1
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Exemple 4.4.7 Reprenons [’exemple de la fonction "sign”. On avait déja montré que

4 i sin(2k + 1)z

sign(x) = - 1

k=0

Calculons la norme quadratique de cette fonction

/ |sign(z)|?* do = / dx = 2w

L’inégalité de Parseval-Plancherel donne
I B
— w2(2k 4+ 1)? — 2/<: +1 8
Une conséquence de ceci est le calcul d’une série de Riemann
3 1 w2
; B ;kQ 22k+1 4;21712_8
D’ou

1 2
>

n>1



